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Uvod

Predkladané skripta nadvéazuju na nasSu publikAcanKiativne metody v ekondmii |.
a Kvantitativne metédy v ekondémii Il. Vznikali dase, k' sme sa podlali na vyube
rovnomennych predmetov na Podnikovohospodarskepltakso sidlom v KoSiciach,
Ekonomickej univerzity v Bratislave (EUBA-PHF).

Na pbde fakulty sme stéli pri vzniku spominanyctbenpvych predmetov. NaSim
cielom bolo ponukntl Studentom mozndsrozsiri’ si vedomosti v oblasti kvantitativnych
metod. Prvé dva diely tejto série skript sa zadbdeskriptivhou a induktivnou Statistikou
v prostredi Statistického programu R. Ukézalo saz\#adnutie relevantnej teérie a paralelne
aj ziskanie zrénosti v Statistickom programe, akym je R, predg&ulohu trvajacu viac ako
jeden semester. R predstavujeme uzitocny, komplexny a flexibilny Statisticky program,
ktory je aktivne udrzZiavany komunitou vyvojarovvari vo’na (open-source) alternativu
k drahSim kome&nym systémom. Tato komplexnoa flexibilita vSak kladie wité naroky aj
na pouzivatéa — nadit’ sa pracoviav tomto prostredi vyZaduje dité Usilie. Po absolvovani
dvoch semestrov maju naSi Studenti moZnpekraova’ v Studiu voliténého predmetu
Finartna ekonometria. Obsahom tohto predmetu je okrenedksv klasickej ekonometrie aj
jednoduchy Gvod k problematik&asovych radov a modelovanie stacionarnyesovych
radov. Prave obld#isskonometrie je spracovana v tomta’tn@ pokr&ovani série skript.

Okrem samotnej ekonometrickej tedrie sme tietops&rpaiali SirSie a preto je ich
prva ¢ag’ venovana poznatkom z maticove] alinearnej algeligtili sme, Ze Studenti
mavaju s toutocéag’ou matematiky uwité problémy, ¢o komplikuje vyklad v ramci
ekonometrie. Tedriu ekonometrie je moZzné prezemtowa’'mi efektivne prave
prostrednictvom maticovych zapisov. Pa®’ tychto skript je zamy&ana aj ako refereény
text vyuzitény Studentmi v situaciach, &eim vyuzivané maticové zapisy a operacie
sposobujtazkosti.

Dalsim dévodom pre zahrnutie poznatkov linearneplalg bolo ich vyuZitie pri
predmete Meranie efektivnosti proadukch jednotiek I. all., vramci ktorych sme sa
zaoberali hodnotenim efektivnosti zalozenym na detéanalyzy obalu dat (angl. Data
Envelopment Analysis, DEA). Tieto metody suvisiallehami linearneho programovania,
ktoré su taktiez zaloZzené na linearnej algebreziwaju sa napriklad linearne kombinacie

vektorov, Gauss-Jordanova elimind metdda, elementdrna zmena bazy. Poznatky



z linearnej algebry umaijua prezentovanu ekonometrickd teoriu rozSaj o modernejSie
témy, ktoré by sa inak nevyovali, napriklad geometrickld interpretaciu meto@ynmensich
Stvorcov.

Skripta su rozdelené do Siestich kapitol. Prva tkdgpizhina poznatky o vektoroch
a maticiach, ako aj zakladnych operaciach s nimith@ kapitola popisuje vybrané poznatky
z maticovej algebry. V tejto kapitole su definovaméktorové priestory, ale aj linearne
zobrazenia a ortogonalne projekcie, ktorych vyazitieskér prezentujeme vo tahu
k metdde najmensich Stvorcov.

Tretia kapitola je venovana klasickej ekonometripe- kratkej rekapitulacii nutnych
pojmov  ztedrie pravdepodobnosti a Statistiky pojeime spdsob  formulacie
ekonometrického modelu, jeho odhad pomocou metéaimensSich Stvorcov a metddy
maximalnej vierohodnosti. Pri odhade regresnych fiGemtov sa zaoberame jeho
vlastnogami, ako aj dosledkami porusenia predpokladov modstvrta kapitola nadvazuje
na tretiu ako nadstavbova, kde popisujeme niektpokratilé techniky testovania
predpokladov modelu pomocou simidgch metéd.

V piatej kapitole uvadzame jednoduchy Uvod do skiima&tacionarnycltasovych
radov. Popisané su modely ARMA a GARCH. dke stacionarita je IKicovym
predpokladom, ktorému s vynimkou Specializovanyaibligacii nebyva venovany Viy
priestor, kapitola obsahuje pomerne podrobne r@ppany popis réznych testov, ktoré je
mozné pre overenie stacionarity vyjZato vratane testov, ktoré Zalohuju pritomnos
Strukturalnych zlomov ¢asovych radoch. Poslednd, Siesta kapitola je verdopaikladom.
Aj ked’ v texte priebeZzne prezentujeme rézne ukazky, wizlsone sa zaratliaj niekd’ko
prikladov, ktoré su v&ieho rozsahu a komplexnejSie zachycuju ekonorkétramalyzu vo
viacerych krokoch. VSetky priklady su realizovangregrame R.

Predkladané skripta si neklada zalcigt prelomovym debnym textom. Ako sme
uviedli vySSie, vznikali ako suhrn poznatkov, srigtoi sme pracovali vramci nami
vyucovanych predmetov. Tieto skriptd sa zaoberaju dvoloi@s'ami — linearnou algebrou
a ekonometriou. Na Slovensku existuju vynikajuéehmice v obidvoch oblastiach — ako
priklad mbézeme uvid@s publikacie Linearna algebra a geometria(Zlatos, 2011)
aEkonometria(Hatrak, 2007). Cieom tychto skript v Ziadnom pripade nie je tietoin@)
ucebnice nahrddra— je nim snaha o vytvorenie pomocky primarne preléntov EUBA
PHF. Sekundéarne su skript&ené nasim diplomantom ako aj inyitate’om, ktorym mézu

posluzi’ ako prvé priblizenie poznatkov z danych oblasti.
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1 Vektory a matice

V tejto kapitole uvedieme niektoré zakladné defmitykajuce sa matematickych
objektov, ktoré nazyvame vektory a matice, ako @erécie, ktoré snimi moézeme
uskut@nova’. Vektory a matice nam davaju moztiogl'mi uspornym spdsobom popfisa
viacero modelov¢i uz ekonometrickych, alebo optimalég/ch. Zapis pomocou matic nam
umoziuje namiesto modelov, ktorych rovnice by vyZadovatiovo desiatky znakotasto
pouzi’ p& — Ses znakov, priom pdjde o ekvivalentny zapis bez akéhkak zjednodusenia.
Ked’Ze s maticami su vyklad, ako aj praktické w§fyoovd’a I'ahSie, je vyhodné sa s tymto
aparatom oboznatha nasledne ho vyuziva d’alSichcastiach.

V celej kapitole sa budeme zaoheryhradneciselnymi maticami a vektormi, ich
prvkami teda budu reélrigsla. Budeme taktieZ dodrziavkonvenciu v ozngovaniciselnych
mnozin, a pismenanN, Z, Q a R budeme v tomto poradi oznacovat prirodzené, celé,

racionalne a realne d¢isla.

1.1 Strucna rekapitulacia poznatkov z tedrie mnozin

V dalSom texte budeme vyuZzitvgpojmy pochadzajuce z tedrie mnozin. V tejto
podkapitole si v kratkosti zopakujeme niektoré ghrtiak, aby sme ich mohli neskér vyuiva

MnoZina predstavuje subor rdéznych objektov, nazyvanymivkami mnoziny.
Mnoziny budeme ozmava’ velkymi pismenami a kurzivou, prvky mnozin malymi
pismenami. Ak objeka patri do mnozZinyA, ateda je jej prvkom, oztajeme toa € A.
Vynimkou suciselné mnoziny, ktoré pre ialasté vyuzivanie Bahku odliSiténos’ budeme
pouziva zdvojené pismena. Pismendinbude oznéova mnozinu prirodzenyckisel, Q
mnozinu raciondlnych R mnoZinu redalnych ¢isel. Prazdnu mnoZinu (mnoZinu
neobsahujicu ziadne prvky) budeme dgova’ @.

Uvazujme d’ubovd’nych mnozinact, B aC. Ak pre vSetky prvkya € A platia € B,
potom hovorime, Ze mnozikaje podmnozinouB a zapisujeme té < B.

Ak plati A c B asiasneB < A, potom hovorime oovnosti mnozin A aB, ¢o
zapisujemeA = B.

Ak je ApodmnozinouB, ale nie je rovnaB, potom A nazyvame viastnou

podmnozinouB, a zngime toA c B.



Zjednotenim mnozin A aB nazyvame mnozinu, ktorej prvky sua zartvprvkami
aspa jednej z mnozim aB. Zjednotenie mnoZiA aB ozna&ujemeA U B.

AuB={c,ce AvceB} (1.1)

Prienikom mnozin AaB nazyvame mnoZinu, ktorej prvky patria do mnoZiny
A a sitasne patria aj do mnozim/ Prienik mnoZzimA aB ozn&ujemeA n B. AK AN B:

AnB={c,ce ANceB} (1.2)

RozdielommnoZinA aB (v tomto poradi) nazyvame mnozinu, ktorej prvkyrigado
mnoZzinyA, ale nie do mnozinB. Rozdiel mnozZinA aB ozn&ujemeA\B.

A\B={c;ce AAnc¢gB} (1.3)

NechA < B. Potomdoplnkom (komplementom) mnoZiny v mnozineB nazyvame
mnozinu prvkov patriacich d®, ktoré nepatria déA. Doplnok mnoZinyA v mnoZineB
oznaujeme A; .

Al ={a5a°eBra’¢ A} (1.4)

Ak je z kontextu zrejmé, Ze doplnok sa realizujel@azlom na mnozin®, ozn&ujeme
ho skratene a)\.

Zobrazenief: A — B priraduje kazdému prvku A prave jeden prvok z mnozirB.
Ak zobrazenid priraduje prvkua € A prvokb € B, tuto skuténog’ zapiSeme akffa) = b.

Zobrazenief nazyvame surjektivnymf (e surjekcia), ak pre kazdy prvolb € B
existuje nejaky prvoka, € A, pre ktory platif(ay) = b. Ak je f surjektivhe zobrazenie,
hovorime o zobrazeni ,na mnoZiBl, v opainom pripade o zobrazeni ,do mnozBy

Zobrazenief nazyvame injektivnymf(je injekcia), ak prelubovdné dva prvky
ay, a € A, platia; # a; = f(ay) # f(ap). Inak povedané, injektivne zobrazehmbrazuje kazdé
dva rézne prvky A na dva rézne prvky B. Injektivne zobrazenia niekedy ozogeme aj
akoprosté zobrazenia.

Ak je zobrazenid sttasne surjektivne aj injektivne, a teddiigpobidve vlastnosti,
nazyvame ho bijektivnym zobrazeninh je bijekcia), resp. vzajomne jednozireym
zobrazenim.

Ak existuje bijekcia medzi mnozinouA a mnozinou {1,2,..n} pre n € N, tak
hovorime, Ze mnozinA mamohutnos’ n a je konéna. Tato skuttnos’ ozna&ujeme |A| =n.
Pri kon€nych mnoZindch predstavuje mohuthgsj ,velkos™, resp. pget jej prvkov.
Trochu komplikovanejSie je to v pripade mnoZinré&taie su kongé. Ak existuje bijekcia

medzi mnozinolA a mnozinou prirodzenyatiselN, potom hovorime, Z& ma mohutnadXo
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(¢itame ,alef nula). Mnoziny, ktoré su korimé, resp. maju rovnakli mohuttiosy ako
mnoZzina prirodzenychliisel N, nazyvamespctitate’né. Mnoziny, ktoré uvedent podmienku
nespnaju, su nespstate’né. Ak existuje bijekcia medzi mnoZindua mnozinou realnych
¢iselR, hovorime, z& mamohutnost’ kontinua.

Potentna mnozina P(A) mnoziny A je mnoZzinou, ktorej prvkami su vSetky

podmnozinyA.

Priklad 1.1

Vymenujte vSetky prvky mnozin({1,2,3}).
RieSenie: Ozna&me poévodnd mnozinlA = {1,2,3}. Potednd mnoZina je mnozinou
vSetkych podmnozinA. Najprv si musime uvedom)i Ze prazdna mnozin® je
podmnozinou kazdej mnoziny. Okrem tohto Specialnehipadu mdézZzeme z mnoziny
A postupne vytvatgjednoprvkoveé, dvojprvkové a jednu trojprvkovi patainu.
Ak vymenujeme vSetky moznosti, dostavame

1)

{1}, {2}, {3}

{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}

{1, 2,3}

Z tohto dévodu plati

P(1,2,3h) ={ 0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}

Pre konénd mnozinuA s mohutnoou A| =n je paet jejk - prvkovych podmnozin

(0 <k < n) rovny kombingnémugislu:

i EE—_— 1.5
(kj_k!(n—k)! (1)

V predchadzajucom zapise predstavuje vymazaktorial ¢isla n, ktory je pre 0

definovany ako 0! = 1, a pree N nasledovne:

n

n!=|_|i=1D?EIBD--EQn—2)EQn—1)Dh (1.6)
Pre pa@et vSetkych podmnozin mnoziny s mohutimsn (prazdnej, jednoprvkovych,

dvojprvkovych,...) plati véah:

()2l



Priklad 1.2

Ur¢ite mohutnos mnozinyP(A) aP(B) preA={1,2,3} aB={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
RieSenie: Ako sme si podrobne ukazali v predchadzajicomlané P(A)| = 2 = 8,
pricom A| = 3.

V pripade mnozinyB mame B| = 10, takzeA(B)| = 2° = 1024. Potetn4 mnoZina
mnozinyB ma 1024 prvkov, vratane prazdnej mnoziny a celepziny B (kazda mnozina

je svojou podmnoZzinou, nie je vSak svojou vlastpodmnoZzinou).

Pre pracu svektormi ma sa definuje aj tzv. kaéiegky sdin mnozin.
Kartezianskym si&&inom mnozinA aB je mnozinaA x B, definovana ako:
AxB={(ab;ac AAbe B} (1.8)
Karteziansky s&in Ax B je mnozina, ktorej prvkami su usporiadané dvojice,
v ktorych prva zlozka je vzdy prvkom mnoZirya druha zloZzka prvkom mnoZing.
V pripade, ak sa zaoberame kartezianskyrtinein tej istej mnoziny, naprR x R,
oznaujeme to spravidla aj hornym indexom v tvaRe. Podobne postupujeme aj pri

viacerych stinoch, naprR x R x R = R®,

Priklad 1.3

Vymenujte vSetky prvky kartezianskehoc¢si Ax B pre mnozinyA = {1, 2} a
B={6, 7, 8).

RieSenie:Kartezidnsky stin bude obsahovausporiadané dvojice. Kge A| = 2 aB| = 3,
pre kazdy prvok A mame tri mozné prvky B. Dokopy budeA x B obsahové Ses
usporiadanych dvojic:

AxB={(1,6), (1,7), (1,8), (2,6), (2,7), (2,8)}

1.2 Definicia pojmov vektor a matica

Skér, nez prikréime k formalnej definicii pojmu vektor je moZno ta&né uvies
uréita intuitivnu  situéciu, v ktorej sa prirodzene ¥ywa. Predstavme si, Ze realizujeme
dotaznikovy prieskum, a ziskané odpovede respoodgmipravujeme nd’alSie spracovanie.
Pre jednoduchds uvazujme, Ze odpovedalo tpdespondentov a zapisujeme zhtiken
odpovede na prvu otazku. V pripade idmvého procesora by sme mohli postupotak, Ze
by sme odpovede zapisali ddpst, préom odpove’ kaZzdého respondenta by sa nachadzala

v samostatnom riadku. Mali by sme teda jedépestcelkovo piatich hodnét (Takka 1).
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Tabu’ka 1: Odpovede respondentov

Otézka 1
Respondent R 11
Respondent R 21
Respondent R 31
Respondent R 41
Respondent R 51

Zdroj: vlastné spracovanie

Ak by sme od tabiikového procesora presli k matematike, otazkou kg, adbjekt by
bol vhodny na uchovanie informacie o odpovediachvo® moznosgou, ktora nas moze
napadné, je mnozina. Ak by boli odpovede respondentov ygms¢ 11, 21, 31, 41 a 51, tak
nasSim kandidatom by mohla tbbynnozinaA={11, 21, 31, 41, 51}. Na prvy pdhd je
mnozinovy zapis vyhovujuci — uchovava vsetky oduteveak ako boli ziskané. Dévod, poe
sa na uchovavanie informacii nevyuzivaju mnozinygnedoviuju identifikova’ odpovel’
konkrétneho respondenta. Z definicie rovnosti mmodéme, Ze dve mnoZiny su si rovné
prave vtedy, ak obsahuju rovnaké prvky. Teda n&atik) mnozinadB={51, 41, 31, 21, 11},
ale ajC={11, 51, 21, 41, 31} su totozné — plati,Xe= BaB = C, teda ajA = C.

Nedostatok mnozinového zapisu je pre nadelyizrejmy — na jednej strane sice
umoziuje stanoui, aké boli odpovede respondentov, ale nie je jaktwé,ako odpovedal.
Napriklad z toho, Ze 5& A vieme, Ze niektory z respondentov zvolil odp&ivEL. Nevieme
vSak, ktory. Toto je vigni zdsadna nevyhoda, pretoZze nagmiecasto zaujimaju vahy
medzi odpové&ami na r6zne otazky, ako napriklad: je pravda,kzeeapondent odpovedal na
jednu otdzku nizkou hodnotou, potom spravidla oédaVl podobne aj na ina otazku? (napr.
»J€ pravda, Ze ak respondent uviedol, Ze patriiddep vekovej skupiny, spravidla kupuje nas
tovar ¢astejSie“? Ak by sa potvrdila takato hypotéza, bbjoto mozné vyuZi napriklad
v marketingu pri vibe cid¢ovej skupiny a trhovej segmentacii).

Nechn eN. Vektorom budeme nazywausporiadanun -ticu realnychc¢isel. Vektory
oznaujeme malymi tanymi pismenami, naph = (by, by, ..., ), kde b € R ai € N. Cislob;
nazyvame -tou zloZzkou vektora.

VSimnime si, Ze spésob, akym sme zapisali velstedanlivo odporuje naSej intuicii,
o ktorej sme rozpravali v suvislosti s prepisovardotaznikov do tadikového procesora.
Rozpor spsiva vtom, ze kym v pripade odpovedi sitiselné Gdaje ukladali doiptov,

v pripade matematickej definicie sme vektor zambBowv riadku. V skuténosti vysSie
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uvedenej definicii vyhovuju obidva zapisy — v obquiipadoch ide o usporiadanétice, je
mozné definova poradie jednotlivych hodndt a zapis je jedn@nya V pripadoch, ak je
potrebné formu zapisu rozlfhovorime o riadkovych aiptovych vektoroch.

Priklad 1.4
Majme dva vektory ab dané nasledovne:

a=(1,234), b=

A WN R

Vektor a je riadkovy vektorp je sipcovy vektor.

Ak by sme sa vratili k ndSmu prikladu o spracovaveysledkov dotaznikového
prieskumu, mohli by sme pokiava’ tak, Ze by sme postupne pridavali odpovedé’aldie
otazky. Je zrejme prirodzené postupne priddveaxistujlicej tabtke d'alSie sipce (Tabiika
2).

Tabu’ka 2: Odpovede respondentov (paknzanie)
Otazka 1 Otazka 2 Otazka 3 Otazka 4

Respondent R 11 12 13 14
Respondent R 21 22 23 24
Respondent R 31 32 33 34
Respondent R 41 42 43 44
Respondent R 51 52 53 54

Zdroj: vlastné spracovanie

V takto zapisanych odpovediach sa moézemémvelahko zorientov — vieme
napriklad, Ze odpovede respondenganR vSetky Styri poloZzené otazky boli 51, 52, 34a
¢o vidime z posledného riadku tdky. Jeho odpovede by sme mohli zapisfa pomocou
vektorars = (51, 52, 53, 54).

Podobne odpovede vSetkych respondentov na prvikwtéeda 11, 21, 31, 41 a 51
v tabuU’ke tvoria samostatny ipec, dali by sa teda povazdvaa p#zlozkovy vektor. Cell
tabu’ku, resp. jegiselnicas’ budeme nazywamaticou.

Nech m, n € N. Maticou typu mxn budeme nazywaschémumn realnych¢isel
zostavenych dom riadkov an stipcov. Matice budeme oz#mva’ velkymi tu¢nymi

pismenami.
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Cisla vytvarajuce maticu nazyvam@vkami matice a ozndujeme ich malymi
pismenami, s indexmi identifikujicimi ich umiestienr matici. Napr. prvole;; je prvkom

matice nachadzajlci sasom riadku g-tom stpci.

Priklad 1.5

Majme maticu

>

I
N N
o O W
© o0
g1 o Ol

MaticaA je typu 3x4 &, =8.

Vektory a matice su podobné objekty — vektor méZzgmeaZzovéd za Specialny typ
matice, ktora ma len jeden riadok (hovorimeiadkovom vektorealebo len jeden fec
(hovorime ostipcovom vektode Uvedena spojitasmedzi maticami a vektormi nam bude
velmi uzitoina, pretoZze nam umidje formulova vlastnosti prace s maticami, ktoré budu
automaticky plati aj pre vektory (ké&ze su len Specialnymi maticami).

Pre &ely tohto textu zavedieme konvenciu, Ze ak expleiheuvedieme nie ine,
pod pojmom vektor budeme vzdy rozuthigipcovy vektor. Tento dohovor budé®ovy
v pripade pokréilejSich metdd zaloZzenych na maticovom zapise, &kou je napriklad
v ekonometrii, ale aj pri inych metddach, napr.lgreobalky dat (DEA).

Matica v predchadzajucom priklade bola typu 3x4ekiddy pracujeme s maticami,
ktoré maju rovnaky peet riadkov a dpcov. Maticu typunxn pre n € N budeme nazyva
$tvorcovou maticou Ked’ze v jej pripade je @et riadkov a dpcov rovnaky, oznaijeme jej
rad len jednyng€islom,n.

Specialnym typom Stvorcovej matice rade tzv.jednotkova matica, ktorej prvky
opisuje tzv. Kroneckerova delta, dan&atzom:

J | ={f i' f: (1.9)

Jednotkovu maticu oztajemel .

Priklad 1.6

Maticels, |, I3al4 vyzeraju nasledovne:
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o O+~ O
o r O O
m O O O

Jednotkovu maticu je mozné popisg inak. VSimnime si, Ze v jej pripade su takmer
vSetky prvky nulové. V kazdom riadku (ajti) je prave jeden prvok nenulovy, presnejSie
rovny jednej. V prvom riadku je to prvy, v druhoimdku druhy, v tréom treti a vo Stvrtom
riadku Stvrty prvok. Rovné jednej st teda tie prvkipré su v tom istom riadku ako ajpsti.

Pri formalnom zapise to su prviy i, a2, as3aas 4, 0 Samozrejme presne zodpoveda vyssie
uvedenej definicii. O prvkoch;; pre i€ {1,2,...,n} hovorime, Ze tvorighlavnu diagonalu
Stvorcovej matice. S pomocou tohto pojmu méZzemegdavi maticu popisaako Stvorcovu
maticu, ktora ma na hlavnej diagondisla 1 a mimo nej 0. Ak ma matica nenulové prvky le
na hlavnej diagonale, nazyvamedjagonalna

Na zaver eSte mdzeme demonstrfpvako je mozné definovavektory a matice
v prostredi programu R. Vektor vytvorime pomocoukitie c¢() — z mnohych moZnych

mnemotechnickych pombcok mézeme zwaolapriklad anglické slovo create, teda vytwori

> c(11,12,13,14)
[1] 11 12 13 14

Ako vidime, R realizovalo poZzadovany prikaz a Yoatam pozadovany vektor. Tento
vektor mo6zeme priradido samostatnej premennej. Pomerne jednoducho @énaveri aj
vel’kod’” vytvoreného vektora (zistpacet jeho zloZiek):

> R1<-¢(11,12,13,14)
>R1

[1] 1112 1314

> length(R1)

[1] 4

Z vektorov mbzZzeme vybtaktorykol'vek prvok, napriklad treti v poradi. Tak isto sa da
zvolit’ aj viac ako jeden prvok, napriklad druhy a Stvrty:

>R1

[1] 11 12 13 14
> R1[3]

[1] 13

> R1[c(2,4)]

[1] 12 14
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Pri praci s vektormi mézeme zl@zaj viac vektorov do jedného.

> R1
[1] 11 12 13 14

> R2

[1] 21 22 23 24

> ¢(R1,R2,99,98,97)

[1] 11 12 13 14 21 22 23 24 99 98 97

Ak sa vratime k ndSmu prikladu o dotaznikovom puiese, mohli by sme definova

aj odpovede ostatnych respondentov:

>R1 <- ¢(11, 12, 13, 14)
> R2 <- ¢(21, 22, 23, 24)
> R3 <- ¢(31, 32, 33, 34)
> R4 <- c(41, 42, 43, 44)
> R5 <- ¢(51, 52, 53, 54)

Z tychto vektorov je v R mozné vytvérimaticu. Spésobov, akym to urdbije

niekd’ko. Jednou moznésu je vytvort’ maticu spajanim po riadkoch (angl. ,bind by rows”)

> rbind(R1,R2,R3,R4,R5)
[.11 21 [.3] 4]

Rl 11 12 13 14

R2 21 22 23 24

R3 31 32 33 34

R4 41 42 43 44

R5 51 52 53 54

Maticu by sme mobhli vytvofiaj spajanim po kicoch (angl. ,bind by columns”), ale
je zrejmé, Ze by to neviedlo k poZzadovanému vysledkentoraz by boli jednotlivé otazky
v riadkoch, a odpovede respondentov by boli {pcsich, teda presne ape, ako

v predchadzajucom pripade:

> chind(R1,R2,R3,R4,R5)
R1 R2 R3 R4 R5

[1,] 11 21 31 41 51

[2,] 12 22 32 42 52

[3,] 13 23 33 43 53

[4,] 14 24 34 44 54

Uplne nezéavislou mozntsu je definovd maticu prikazommatrix() . Tomuto
prikazu je potrebné zafiaiselné Gdaje, ktoré maticu vytvoria,det jej riadkov a dpcov, ako

aj informéciu ¢i sa matica bude néfat’ po riadkoch alebo ftcoch.

> vsetkyOdpovede <- ¢c(R1,R2,R3,R4,R5)
> vsetkyOdpovede
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[1]1112131421222324313233344142434
> matica <- matrix(vsetkyOdpovede, nrow = 5, ncol =
TRUE)
> matica
[1][.2]1 [.3] [4]
[1] 11 12 13 14
[2,] 21 22 23 24
[3,] 31 32 33 34
[4] 41 42 43 44
[5,] 51 52 53 54

451525354
4, byrow =

KedZe vektor sme si definovali aj ako Specificky pdpaatice, je mozné vektor

nadefinovd aj cez funkciumatrix()

> matica <- matrix(R1, nrow = 1, ncol = 4)
> matica
(1] [2] [,3] [4]
[1] 11 12 13 14
> matica <- matrix(R1, nrow = 4, ncol = 1)
> matica
(1]
[1] 11
[2,] 12
[38,] 13
[4] 14

Pripomeéme, Ze podobne ako vektory, je mozné indeRosjamatice. Ak by sme

chceli n&itat’ odpovel’ Stvrtého respondenta na otazksio 2, urobime to takto:

> matical4,2]
[1] 42

Z matice je mozné vybetaj vektory, ktoré ju tvoria. M6Zzeme vybértak riadkove,

ako aj sipcové vektory. V takomto pripade nezadavame akexipdlvecisla ako doteraz

(oznaujuce riadok a $pec), ale len jedno z nich. Je nutné v3ak stal@vaidhj oddéujlcu

¢iarku, aby bolo mozné &, aky typ vektora poZzadujeme. Rovnako je moznéatybiasne

niekd’ko riadkov, pripadne fgicov.

[1.]
[2.]
[3.]
[4.]
[5.]

[1]

> matica

> matical,2]

> matica[3,]

[ [2] [,3] [.4]
11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44
51 52 53 54

12 22 32 42 52
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[1] 31323334

> matica[c(3,4),]
[1][.2] [.3] [4]

[1,] 31 32 33 34

[2,] 41 42 43 44

1.3 Operacie s maticami

V tejto podkapitole si priblizime zakladné operasenaticami. Pripomigne, Ze
v zmysle zavedenej konvencie mbézeme chapktory ako Specialne pripady matic, ktoré
maju len jeden riadok, pripadnédpstc. V3etky maticové operacie je preto mozné wagha
positanie s vektormi. Zarowestale plati, Ze budeme pracéw sipcovymi vektormi, poki&
ich v texte explicitne nedefinujeme ako riadkové.

UvaZujme o dvoch maticiach aB, ktoré su radumxn, kdem,n€ N. Si¢tom matic
A aB dostavame maticG radumxn, pre ktorej prvky bude plati

Cij=aj + b (1.10)

kdei € {1,2,...m}aj € {1,2,...,n}. Da sa teda povedaze vysledkom siiu matic je matica
rovnakého typu akocftavané matice, a jej prvky su&om zodpovedajucich si prvkov matic
A aB. Neutralnym prvkom pre operacititania je matica, ktorej vSetky prvky su rovné nule

Ukazme si najprv, ako sa §ta sitet dvoch vektorov:

>x<-¢(1,2,3,4,5)

>y <-c(10, 20, 30, 40, 50)
>X+y

[1] 11 22 33 44 55

Tento priklad bol pomerne trividlny a zd4 sa, Ze pé tejto operacii nemdze i

prekvapt’. Skisme vSak nasledujuci prikaz:

>x<-¢(1,2,3,4,5, 6)
>y <-c¢(1, 2)

>X+Yy

[1]1244668

R uskut@nilo pozadovanu operaciu napriek tomu, Zgasvané dva vektory nemaju
rovnaku vékos’. Takato operacia nezodpoveda vySSie uvedenejidiefanvznika otazka,
akym spdsobom je treba vysledok interpretovek sa na vysledok pozrieme blizSie, vidime,

Ze dostavame presne to isté, ako keby stit@vsli nasledovné dva vektory:
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>X+y
[1]1244668

R teda v pripade, ak jelzka jedného vektora mensia aki¥léx druhého vektora,
doplini krat3i vektor tak, aby sézHly vyrovnali a az potom realizujéitanie. Dophuje pritom
z uz znamych hodn6t kratSieho vektora a to postupdervej az po poslednu zlozku. Tato
vlastnos, v R nazyvana ako recyklacia vektora (angl. ranggl umoiuje v mnohych
situaciach zjednoduSprebiehajlce vypdy. Ak by sme napriklad chceli namiesto vektrra

vypacitat odchylky jeho zloZiek od priemeru jeho hodnét,wsknili by sme to nasledovne:

>x<-c¢(1, 2,3,4,5,6)

> mean(x)

[1] 3.5

> odchylky <- x-mean(x)

> odchylky

[1]-2.5-1.5-05 0.5 1.5 2.5

Funkciamean() vypctita priemer hodnét vektora, v naSom pripade je.5o 3yraz
x-mean(x) vyuziva recyklaciu: od vektora odfitavamecislo, ¢o je vlastne vektor idky
jedna. R preto kratSi vektor recykluje, a vytvaekior obsahujici samé hodnoty 3.5, ktory je
rovnako dlhy akox. Vysledkom rozdielu tychto dvoch vektorov je vekiomdchylky
definovany vyssie.

Set je v R mozZné robiaj s maticami:

> A <- matrix(c(1, 2, 3, 3, 2, 1), ncol = 3, byrow = TRUE)
> B <- matrix(c(1, 0, 2, 3, 4, 5), ncol = 3, byrow = TRUE)
> A

(1] [2] [.3]
1] 1 2 3

2] 3 2 1
>B

11 [2] [.3]
1] 1 0 2
2] 3 4 5
> A+B

(.11 [2] [3]
1] 2 2 5
2] 6 6 6

Dal3ou jednoduchou operaciou je nasobenie skalara mame nejakéislo c € R

a maticuA, potom pod nasobenim skalarearmaticeA budeme rozumiematicu B =cA, pre
prvky ktorej bude plaft

bij = caj; (1.11)
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Cislomc teda vynasobime kazdy prvok matke

> A <- matrix(c(1, 2, 4, 2,4,5,2,2,1, 2, 3,0, 1,0,3, 2),
nrow = 4, byrow = TRUE)
> A

1.3.1 Transponovand matica

Ak A je matica radumxn, potom k nefransponovanu maticuradunxm ozna&ujeme

AT a pre jej prvky plati:

AT
aj=aj

kdei € {1,2,...m} aj € {1,2,...,n}. ZjednoduSene povedané, z matikelostaneme

k nej transponovant maticu tak, Ze vymenime jeflkyaza sipce. TUto operaciu si

zjednoduSene mézeme demonstroapgraficky (Obrazok 1).
1
1
—— 1
1
I

Obrazok 1: Transponovana matica

Zdroj: vlastné spracovanie

V programe R slUZi na vytvorenie transponovanejeredtinkciat()

> A <- matrix(c(1, 2, 3, 3, 2, 1), ncol = 3, byrow = TRUE)
>A

(1] [2] [.3]
1] 1 2 3
2] 3 2 1
> At = t(A)
> At

(1] [2]
1] 1 3
2] 2 2
8] 3 1
> t(At)
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[1][2] [.3]
] 1 2 3
2] 3 2 1

V&imnime si, Ze kym maticA bola radu 2x3, transponovana maticaje radu 3x2.
Taktiez vidime, Ze prvy ftec maticeAT je tvoreny prvkami prvého riadku matick,
podobne je tomu aj v pripade druhéhipe maticeA’, ktory je tvoreny prvkami druhého
riadku maticeA. Ako poslednu vlastnéssi mézeme vSimni Ze plati:

(AN =A (1.13)
teda ak transponujeme transponovanu, dostavamelpavoaticu.

Je mozné sa strethaj s maticami, pri ktorych transponovanim dostéatin istu
maticu. Matice sjiajuce tito vlastnasnazyvamesymetrické. Je hné zrejmé, Ze symetricka
mdZe by len Stvorcova matica (priporme, Ze ak je pbvodna matica rachxn,
transponovana jaxm, pricom Stvorcova matica je vzdy radxn). Formalne je podmienka

symetrickosti matice vyjadrena nasledovne:

A=AT (1.14)
Priklad 1.7
Matica
1 3 7 A S 7
A=/3 6 8 A=|3 6 8
7 89 7189
je symetricka.

VSimnime si, Ze symetrické matice maju jednu vlastnsu ,0sovo sumerné“ okolo
hlavnej diagondly. Prvky na hlavnej diagonale ma#ti akékdvek, kelZze ide o prvky
v tvarea;; atie nezmenia po transponovani svoju poziciudNenej strane vSak, ak mame

napriklad prvola, srovny 8, potom v symetrickej matici nutne musime’ mjaas > = ap 3= 8.

Priklad 1.8
Doplite maticuA tak, aby bola symetricka.
1 4
A=l _ 2
3 9
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RieSenie: Zadanie Ulohy dpa nekon&ne véa moznych rieSeni. Jednym z nich |je

napriklad:

1
A=4
3

N e e
O N W

Napriek tomu, Ze rieSeni je nek@éne vea, pre kazdé z nich musi ptattea; ,= a, 1= 4,
az1= a;3= 3, a 3= az= 2. Jediny prvok, ktory sa mdéze metiubovd’ne, jeaz . Ak by
sme v ulohe nevynechali Ziaden prvok z hlavnej aligdy, rieSenie by bolo jediné (alebo

Ziadne, ak by sme uz v zadani vytvorili spor).

1.3.2 Ndsobenie matic

DalSou zékladnou operéciou s maticami je ich nasebdlechm,n,0€ N, maticaA je
typu mxn, B je matica typunxo. Potom sdinom maticA aB (v tomto poradi) je matic&

typumxo, pre prvky ktorej plati:

n
G = Zai,kbk,j (1.15)
k=1
kdei € {1,2,...m}aj € {1,2,...,n}.
Operacia stinu matic je na prvy pdlad pomerne komplikovana, ozrejhmiam ju ale

moZe grafické zobrazenie (Obrazok 2).

N D=

J
Obréazok 2: S&in matic
Zdroj: vlastné spracovanie
V obrazku je matic® ozna&ena modrou a matida zelenou farbou. Vidime, Ze ak si
vezmeme ubovd’ny prvok ¢;; v matici C, mdézeme ho vypdtat tak, Ze z matice
A vyberiemei-ty riadkovy vektor, z matic® j-ty sipcovy vektor, ich prislichajice si zlozky
vynasobime a vysledkyisame. Teda ak z prvej matice vyberamy riadok, aj vysledné
&islo v maticiC bude vi-tom riadku. Ak z druhej matice vyberanuy siipec, aj vysledné

&islo v maticiC bude vj-tom sipci. To je nazn&né aj v poslednej matici v obrézku.
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Priklad 1.9
Vynasobte maticA aB dané nasledovne:

1 2 12
A= B=

01 3 4
AB = 1 2Y1 2\ (10+203 1[2+204) (7 10
"o 1)3 4) \on+13 om+1@) (3 4

Pre v&Siu nazornosmoézeme zdoérazti ako vypdaitat’ napriklad prvolc, :

AB = I72)Y1 2) (10+203 1-2+2-4) (7 10
"o 1)3 4) \on+13 om+1@) (3 4

Je potrebné si vSimifZze definicia stinu neumo#uje nasohi akékdvek matice.

RieSenie:

Podobne tomu bolo aj v pripadec¢tl — itava’ sa dali len matice rovnakych radov.
V pripade stinu je tomu trochu inak. PrepiSme najprv poZiadakladené na siin matic
nasledovne:
A B = C
mxn nxo mxo

Nutnou podmienkou pre nasobenie matic je, aby wtadidné rozmery, t. j. get
stipcov maticeA (v nasom zéapise je ) musi by rovnaky, ako peéet riadkov v maticiB
(op&’ je ton). Dovod pre tuto poziadavku je vidiaj vysSie (Obrazok 2): pri &ine nasobime
prislichajuce si zloZzky vektorov z oboch maticolatd dévodu musia yriadkové vektory
z A a stpcové vektory B rovnako véké.

Taktiez si mdéZzeme vSimiijiZze vysledok sfinu bude mé pcatet riadkov rovnaky, ako
v maticiA a pa@et stpcov rovnaky ako v matid.

VSetky uvedené skutaosti si je mozné jednoducho zapanidtpomocou
nasledovného pravidla: ak chceme nasabatice, najprv si napiSme rozmery matic v tom
poradi, ako ich nasobime, napr. 2x3 a 3x4. Magcenpzné nasoti ak je druhé a tretie
z ¢isel rovnaké (tu je rovné 3). 8aom bude matica orozmeroch, ktoré dostaneme

vynechanim druhého a tretiebicla, teda 2x4.
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Priklad 1.10
Vynasobme matic@ aC dané nasledovne:

12 1 25
A= C=
01 346
Matica A je rozmeru 2x2 a matic& 2x3. Matice je mozné nasdba vyslednda matica
bude radu 2x3.

o E! 2Y1 2 5) (10+2[3 12+22 15+206) (7 10 17
lo 1)\3 4 6) \0@+1@ o@+1# 0®B+1B) \3 4 6

RieSenie:

V programe R je moZné matice nasogbomocou prikaz@o*%

> A <- matrix(c(1, 2, 0, 1), nrow = 2, byrow = TRUE )
> B <- matrix(c(1, 2, 5, 3, 4, 6), nrow = 2, byrow = TRUE)
> A

[,1] [,2]
1] 1 2

2] 0 1
>B

[1]1[2] [.3]
1] 1 2 5
2] 3 4 6
> A %*% B

(1] [2] [3]
[1,] 7 10 17
2] 3 4 6

Dalej ukazeme jednu Umni dolezitt skuténog’, ktoru je potrebné ntiana pamati pri
tejto operaciinasobenie maticvo vSeobecnostiie je komutativne Pri p&itani s realnymi
¢islami sme na platnékomutativnosti zvyknuti: 2*3 = 3*2 = 6. Je teddne, v akom poradi
¢isla medzi sebou nasobime. Ako ukdZzeme v naslealujjuriklade, na tato vlastnbsa pri

nasobeni matic nemézeme Bmn®’.

Priklad 1.11
Nech su maticé, B a C dané nasledovne:

1 2 1 2 1 25
A= B= C=
(O J (3 4] (3 4 6j
Vypocitajte s@iny AB, AC, BA aCA.

RieSenie:
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Prvé dva stiny sme uz vypditali v prikladoch vysSie. Vieme, Ze:

7 10 7 10 17
AB = AC =
3 4 3 4 6
Skldsme preto vypdtat’ posledné dva pripady:
BA = 1 2)1 2) (1O0+20 12+20) (1 4
(3 4)0 1) (3@+4m 3@+40) |3 10
Je zrejmé, ZAB # BA, ked’Ze:
7 10\ (1 4
AB = z =BA
3 4 3 10

Podobne pri sfine CA nastavaju problémy. Ki&e rozmery matic€&C s 2x3 a matice

W

A su 2x2, tieto dve matice sa nasobdbec nedaju. Vznika tym situacia,dks&in AC

mobzeme bez problémov vygitet', ale sidin CA nie je definovany.

O operacii by sme hovorili, Ze je komutativna, &by to platilo pre vSetky matice, o
com vieme, Ze to nie je pravda. Priklad na dve meatmri ktorych zhodou okolnosti

dostavame rovnaky vysledok pri obockisach si ukazeme v R:

> A <- matrix(c(2, 3, 0, 5), nrow = 2, byrow = TRUE )
> B <- matrix(c(4, 2, 0, 6), nrow = 2, byrow = TRUE )
>A

[,1] [,2]
1] 2 3

[2] 0 5
>B
[1][.2]
1] 4 2
2] 0 6
> A %*% B
(1] [.2]
[1] 8 22
[2] 0 30
> B %*06 A
(1] [.2]
[1,] 8 22
[2] 0 30

Z praktického Hadiska ma chybajuca komutativiosasledky v dvoch pripadoch.
V prvom rade nemdézemiubovd’ne menf poradie, v akom matice nasobime. Na druhej
strane si musime uvedaimize ak by sme dostali za Ulohu vynasaofiaticu A maticouB,

tloha by nebola jednozé@é. Z tohto dévodu zavadzame pojmgsobenie tava (napriklad
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v sitine AB nasobime maticB maticouA zl'ava) anasobenie spravgnapriklad v stine AB

nasobime maticA maticouB sprava).

1.3.3 Vlastnosti ndsobenia matic

Napriek tomu, Ze ndsobenie matic nie je komutatiume aj niektko vlastnosti, ktoré
pozname z nasobenia realnyikel. Jednou z nich j@sociativno® nasobenia — znamena, ze
aj ke’ nem6zeme medzi sebou vyiigé matice pri ich vzajomnom 8iine, nemusime pri
nom u troch a viac matic pisaatvorky — vysledok bude vzdy rovnaky. Korektrej§idzeme
asociativno$ popisd nasledovnym wahom:

(AB)C =A(BC) (1.16)
Je teda jedncgi najprv vynasobime matic& aB, a vysledok vynasobime spraa
alebo najprv vynasobim& aC avysledok Pava A. V dbsledku asociativnosti budeme
podobné stiny pisa’ jednoducho akéBC.
Podobne ako aj v redlnyctislach, nasobenie matic je distributivne Restom na
itanie, a to tak sprava, ako #pxza:
(A+B)C =AC+BC (1.17)
A(B+C) =AB+AC (1.18)
Distributivnos’ zjednoduSene znamena, Ze pri maticiach moéZemengsmbi
zatvorky”. Vziadom na predchadzajuce poznamky o komutativnostnisge vSak vémi
dolezité dd si pozor na to, z ktorej strany roznasobujemeprigade v£ahu(1.17)nasobime
siet maticouC sprava — aj po roznasobeni musf B/ v stEinoch vzdy na pravej strane.
Podobne vo wahu (1.18) nasobime maticolA zl'ava, musi preto zostavlavo aj po
roznasobeni.
Distributivno$ umo#iuje aj op&nu operaciu, t. j. ,vybravyraz pred zatvorku“. Ak
by sme mali napriklad vyraXA + XB + XC, mohli by sme namiesto neho nagi¥dA + B
+ C). Ak by sme v8ak mali vyragX + BX + CX, v takomto pripade by sme museli ,vybra
vyraz za zatvorku®, a to takté\(+ B + C)X.
V predchadzajucej podkapitole sme si zaviedli pojgansponovanej matice. Je
uzitotné skuméa aj spésob, ako by bolo moztransponova’ sikin matic. Plati
(AB)'=B'AT (1.19)
ateda transponovany @4 matic je rovny s&inu transponovanych matic, ale

v opanom poradi. Na prvy pdad nemusi by celkom zrejmé, pt® je tato vlastnas
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pravdiva. Aby sme sa o nej presviigmuseli by sme vykonamatematicky dékaz. Udame

mysSlienku tohto dékazu v grafickej podobe (Obra3pk

S ESEE
=0 )=o)

Obrazok 3: Transponovaniecaiu matic

Zdroj: vlastné spracovanie

V obrazku je matica ozna&ena modrou a matida zelenou farbou. V prvomadku
je lavé strana tahu(1.19)— (AB)', v druhom riadku pravaB'A".

V prvom riadku postupujeme tak, Ze najprv Peddefinicie vynasobime obidve
matice, a vysledok nakoniec transponujesim, sa vymenia riadky aigte matice.

V druhom riadku si vSimneme poradie maticd’ke zelena matica je vyobrazena ako
prvd. Obe matice transponujeme (vymenime v niclukyiaa sipce) aaz potom ich
vynasobime. Vidime vSak, Ze v oboch pripadoch nakoprichadzame ktomu istému

vysledku, a teda rovntso vz'ahu(1.19)naozaj plati.

Priklad 1.12
Nech X je F'ubovd’na matica radumxn, kdem,n € N. Vypitajte transponovani maticu
s&inu X'X.
RieSenie: Skér, nez sa pustime do vyw samotnej transponovanej matice overie,
vobec Uloha dava zmysel. Vyvstava otazkige stin XX definovany pre kazdd matidu
radu mxn. KedZe X' je kX transponovand matica, bude thvaéd nxm. V s(tine XX

nasobime maticeaxm a mxn. Je zrejmé, Ze matice su vhodnych rozmerov, nasele

D

mozné a vysledna matica budethmezmernxn. Uvedeny séin je naozaj definovany pr
T'ubovd’ni maticuX.

Transponujme teda & X'X. Poda (1.19) a (1.14) dostdvame (vymenime poradie
¢initel'ov a jednotlivé matice transponujeme):

(X™X)" =xT(X")" = XX
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Ukéazali sme teda nie len to, Ze jesisiX'X definovany pre vSetky matick, ale Ze je
st&in XX vzdy symetrickou maticou.

MbézZeme ukazaeste tricasto vyuzivané operacie.

Prvou bude tzwnuatorny sugin, ktory sa v nasom pripade méze nazyapskalarny
sWwin (ked’ze vzitadom na charakter vektorov s ktorymi pracujeme \abidazvy popisuju
rovnaku operaciu, budeme ichlwe zamiéat). Ak mame dva vektorx ay radun, potom
ich skalarnym s€inom, ozn&ovanymx - ynazyvame maticovy sin:

X - y=x'y=y'x (1.20)

Skalarny sdin sa da vyjadri ekvivalentne aj nasledovne:

Xy =i>§yi (1.21)

Vyznam skalarneho siinu, jeho vlastnosti a vyuzitie si pribliZime v sastatnej
kapitole, na tomto mieste nam pastgho definicia vo veahu k operacii nasobenia matic.
V programe R je mozné skalarny¢suvypctitat réznym spésobom. Definujme si

pretolubovd’né dva vektory a vyskiuSajme najprv operatairai

>x<-¢(1,2,3,4,5, 6)
> X

[11123456
>y<-¢(1,0,2,0,3,0)
>y

[11102030

> X*y
111060150

R zjavne pod*y prikazom rozumie vynasobenie prislichajucich sigk vektorov.

Pre vypd@et skalarneho sinu nam uz zostava len sp@t’ zloZzky vysledného vektora

> sum(x*y)
[1] 22

Alternativou je vyuZitie prikazarossprod

> crossprod(x, y)

(1]
[1] 22

Ak by sme uvaZovali o tonto by vzniklo nasobenim, pri ktorom by sme vymenili
poradie, v ktorom vektory transponujeme, dostalsime druhl operaciu — takzvavmynka;jsi

stin vektorov, xy' a yx'. Kym skalarny s&in je realnegislo (pri nasobeni vektorov hx
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anx1 dostavame vysledok rozmeru 1x1), vysledkom vgnddao sdinu je matica: maticu
0 rozmerochnx1 ndsobimel’alSou typu 1r a dostdvame matiaqwn.

V programe R mbéZeme na vy{sd vonkajSieho siinu pouzt’ funkciuouter.

> outer(x,

[1][.2
[L1.]

[2,]
[3.]
[4,]
[5.]
[6.]
> X %0% y

[1][2][3][4][5][6]
[1,] 0 3 0
[2,]

[3.]
[4.]
[5.]
[6.]

@U‘I-b(JOI\JH

O WNPE
OOOOOO

Identicky vysledok dostaneme aj pri pouZziti ope@t®o% VSimnime si, Ze pre
maticové nasobenie sme vyuZivali operd@fs ked’Ze ide o pribuzné operacie, R analdgiu
zachovava.

Zjavne nemusi vzdy platizexy’ = yx', ale utite plati v2'ah:

xy" = (yx")' (1.22)
>x=c¢(1,2,3,4,5, 6)
>y=¢(1,0,2,0,3,0)
> outer(X, y)

[.11[.2] [.3] [.4] [.5] [.6]
1] 1.0 2 0 3 O
2] 2 0 4 0 6 O
3] 3 0 6 0 9 0
4] 4 0 8 0 12 O
] 5 0 10 0 15 O
6] 6 0 12 0 18 O
> outer(y, X)

[1][2][3] [4]1[.5] [.6]
[1,] 2 3 4 5 6
[2,] 0 0 00 0O
3] 2 4 6 8 10 12
4] 0 0O 0O O O O
B 3 6 9 12 15 18
6] 0 0O 0O O O O
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Nakoniec eSte zavedieme pojem tzektora jednotiek, ozn&ovaného gréckym
pismenom jotay. Je to vektor radun, ktorého vSetky prvky su rovné jednej. Pri jeho
pomenovani sme opatrny, pretoZze pojem jednotkokjovend iny vyznam — uprednostnime
preto slovné spojenie ,vektor jednotiek”. V texte dme mohli rozliSovdoznaenie vektora
jota poda jeho drzky, napr.1, alebow.Vo v&sine pripadov bude jeho rozmer zrejmy
z kontextu a preto zZ'hdiska preferencie jednoduchSieho zapisu ho budevadza& len
gréckym pismenom. Vektor je zaujimavy preto, Ze ndm uniofe <itat’ zloZzky iného

vektora jednoducho tym, Ze spominané dva vektoyzimveebou maticovo vynasobime.

Priklad 1.13
Vynasobte vektox = (1,3,6,2) vektorom=(1,1,1,1)".

RieSenie:

N

Ked’Zze vektory povaZzujeme za matice, ide o maticovéolmgise. Obidva vektory s
radu 4, priamo by sa ale nasbhiedali. Vektorx m& maticovo rozmer 4x1, rovnakowg]
Prichadzaju teda do Gvahy dve moZnostil’ budZzeme nasobix s, alebo naopaig'x.

V prvom pripade dostavame:
1
. 1
x'v= (136,2) Q =10+30+601+21=12
1
a v druhom:

Ux= (111 T |=10+13+16+12=12

N OO W K

1.3.4 Inverznd matica a jej vlastnosti

V predchadzajucicktastiach sme ukazali, Ze chybajica komutatitynoglyviiuje
pracu s maticami dézasadnym spdsobom. Rfei ¢astou vyuzivanou maticou, pri ktorej nas
komutativnog nemusi vémi trapk, je jednotkova matica, ktora sme definovali vysSie
Pripomeéme, Ze ide o Stvorcovl maticu, ktora ma na hlawhagonale jednotky a mimo
hlavnej diagonaly nuly. Vynimmog’ tejto matice je v tom, Ze predstavuje neutralnyofr
pri operacii nasobenia, podobne akslo jedna pri nasobeni reélnycisel.
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PreTubovd’nu Stvorcovd maticé radun plati:

Aln= 1,A=A (1.23)

a teda jej stin so zodpovedajucou jednotkovou maticou (v akolimkk poradi) nam
dava tu isti maticé.

Analdgia s realnymtislami so sebou prinasa otazki,aj v pripade matic existuje
koncept inverzného prvku k matici, podobne ako genu pri reciprénych ¢islach vR.
Pripomeime, Ze ku kazdému nenulovériisiu a € R existujecislo 1A (oznauje sa aja ™,
pre ktoré plati:

a-a'=1 (1.24)
a teda ich fin je rovny jednej — neutrdlnemu prvku pre operacasobenia R.

Jedinym prvkom, ktory R nema recipréné ¢islo, je nula — neutralny prvok pre operaciu
itania. Podobné vlastnosti maju aj niektoré matideutralnym prvkom pre operaciu
nasobenia je jednotkova matita Je tomu vSak tak len pre Stvorcové matice — tpry@
obmedzenie.

NechA je Stvorcova matica radue N. Ak k maticiA existuje maticd taka, Ze plati:

AB =BA =1, (1.25)
potom maticuB nazyvamenverznou k matici A a ozn&ujeme juA™.

Podobne ako v pripade realnyéisel plati, Ze k nulovej matici neexistuje inverzna
matica. Okrem neutralneho prvku pre operadiiasia (nulovej matici) vSak existuje eSte
vel’ké mnozstvalalSich Stvorcovych matic, ku ktorym neexistuje mawé matica. Matice, ku
ktorym existuje inverznd matica, nazyvanegularne, matice ku ktorym neexistuje volame
singularne. Inverzna matica jeedine’na ku kazdej Stvorcovej matici duneexistuje Ziadna,
alebo existuje jedina inverznd matica. V skowsti je pravdou, 7e maticA aA™ sl
navzajom inverzné, t. j. okrem toho, 26" je inverznou maticou R, je aj A inverznou

maticou kA™. Tato skuténog’ sa d& zapisadvojako:
(AH1=A (1.26)

AAT=ATA =1, (1.27)

Dosledkom tohto tvrdenia je fakt, Ze ak je ma#iceegularna, tak ™ je regularna.

Priklad 1.14
Majme maticeA aB dané nasledovne:
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1 0 0 -1
0 -1 0 1
-3 2 2 O
1 0 -1 O

PN RPN
NN RPN
e
N R NN

Overmegi B=A™.

RieSenie: Tvrdenie overime v programe R.

> A <- matrix(c(2,2,1,2,1,1,1,2,2,2,1, 1, 1,2,1,2),
nrow = 4, byrow = TRUE)
> A

|
1 2
1 2
1 1
1 2
> B <- matrix(c(1, 0,0, -1,0,-1,0, 1, -3, 2, 2, 0,1,0,-1,

0), nrow =4, byrow =T)
>B

Vidime, Ze platiAB = |, a teda je pravda, =A™

V programe R je mozné vypibat inverznd maticu k regularnej matici pomocou
prikazusolve() . Algoritmus, ktorym sa vypt inverznej matice realizuje, ako aj z neho
vyplyvajuci pévod nazvu funkcisolve()  prenechame na neskoér, teraz sa skér sustredime

na vlastnosti inverznej matice.

> A <- matrix(c(2,2,1,2,1,1,1,2,2,2,1,1, 1,2,1,2),
nrow = 4, byrow = TRUE)
> A
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> solve(A)
[.11[.2] [.3] [4]
1] 2 0 0 -1
2] 0 -1 0 1
3] -3 2 2 0
4] 1 0 -1 O

NechA aB sU regularne $tvorcové matice ragaA™, B* st k nim inverzné matice.
Potom plati:

(AB)*=B"A" (1.28)
(A= (D" (1.29)

Prvy vz’ah hovori, Ze operacia vy§ta inverznej matice sinu sa trochu podoba na
operaciu transponovania — v oboch pripadoch je énaiskad vysledok aplikaciou zvolenej
operacie (transponovania, inverzie) na jednotlivétice v sdine, ale v obratenom poradi
(porovnajte veahy(1.19)a(1.28).

Zo vztahu(1.29)vyplyvaj hnel’ niekd’ko zaverov. Po prve, ak je matidaregularna,
ateda k nej existuje inverzna matica, tak aj raaAi¢ je regularna (méa svoju inverzni
maticu).

Po druhé, ak m& matioa inverznd maticuA™, potom transponovand matiéd ma
inverznu maticu(AT)'l, ktorG vSak nemusime pitet: dostaneme ju A" obyajnym
transponovaninfA™)",

Po tretie, vFah (1.29) sa d& interpretovatak, Ze poradie operécii transponovania
a maticovej inverzie mézeme Rree zamigat: je jedno,éi vypositame (A1) alebo(AT) ™,
vysledok bude rovnaky.

Z poslednej menovanej vlastnosti vyplyva naprikiadto, Ze inverzna matica
k symetrickej matici je symetrickd matica Formalne to mézeme formulavaasledovne.
NechC je symetricka regularna matica. Potom plati:

(chH'=c* (1.30)

Symetricko$ inverznej matice vyplyva zo symetrickosli nasledovne. Zmime
s vyrazom(C1)". Vdaka(1.29)vieme, ze poradie operacii mézeme vymienmame (C2)"
= (C)". Ked'ze je viakC symetricka maticaC” = C, a teda v konmom dosledkyC™)" =
()t = ¢ Zrovnosti prvého aposledného vyrazu faodl.14) vyplyva, ze C* je

symetricka.
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Priklad 1.15
V jednej z prechadzajicich Uloh (Priklad 1.12) ssieukazali, e maticaXx'X je

symetricka. Uvazujme o matici:

1 0 0 -1
0 -1 0 1
X=-3 2 2 O
1 0 -1 O
2 -2 0 1

Ukazme na jej prikladesi si&in X', ako aj k nemu inverzna mati€x™X)™" buda
symetrické matice.

Riesenie:Ulohu vyrieSime pomocou programu R.

> X <- matrix(c(1, 0, 0,-1,0,-1,0, 1, -3, 2, 2, 0,1,0,-1,
0,2,-2,0,1), nrow =5, byrow =T)
> X
L1021 [.3] 4]
1] 1 0
2] O
[3,] -3
1
2

[4.]
[5.]

orNOO
P OORR

-1
2
0 -
-2

Vidime, Ze samotna mati¢arozmeru 5x4 nie je symetricka. Skisme tedansXi'™X

> 1(X) %*% X

(1] [2] [,3] [4]
[1,] 15 -10 -7 1
[2] -10 9 4 -3
3] 7 4 5 0
[4] 1 -3 0 3

Vidime, zeX"X je symetrickou maticou. Zostava nam este vjtad (X'X)™

> solve(t(X) %*% X)

(1 (2] [3] L[4
[1,] 1.3548387 1.6451613 0.5806452 1.1935484
[2,] 1.6451613 2.3548387 0.4193548 1.8064516
[3,] 0.5806452 0.4193548 0.6774194 0.2258065
[4,] 1.1935484 1.8064516 0.2258065 1.7419355

Matica(X™X)™ je tieZ symetricka.
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1.3.5 Stopa matice

V niektorych Specialnych pripadoch je u#Zité vyuzi’' jednu z charakteristik
Stvorcovych matic, konkrétne tzstopu matice(angl. trace). Stopa Stvorcovej mat&eadu

n je definovana ako @t prvkov na jej hlavnej diagonale, oZogeme ju trf). Plati preiu:

tr(A) = Zn:ai’i (1.31)
i=1
Priklad 1.16
Majme maticuB danu nasledovne
I 0 0 -1
B 0 -1 0 1
-3 2 2.0
1 0 -1 0
Vypocitajme stopu tiB).
RieSenie:
tr(B)=1+(-1)+2+0=2

V programe R nie je stopa matice priamo k dispazie mozné ju pota’ pomocou
funkcietr()  po doinStalovani kniznicpsych . Vel'mi 'ahko ju vSak m&zeme vypitet’ aj
s malou pomocou funkcidiag() , ktora vrati vektor tvoreny prvkami hlavnej diagdyn

matice. Stopa je potom uZz len ich jednoduchysticn.

> B <- matrix(c(1, 0, 0,-1,0,-1,0, 1, -3, 2, 2, 0,1,0,-1,
0), nrow = 4, byrow = T)
>B

3] -
4] 1
> diag(B)
[1]1-120
> sum(diag(B))
[1] 2

Stopa matice je zaujimava preto, Ze jej vlastnogizeme vyuii pri niektorych
vypostoch, ktoré by inak boli Meni zdhavé. Prvou, pomerne zrejmou vlastios stopy

matice je jej aditivnas
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tr(A) + tr(B) = tr(A+B) (1.32)
tr(cA) =c-tr(A) (1.33)
tr(A) = tr(A") (1.34)
kdeA, B s matice rada ac € R.
Platnog vztahu(1.32)je zrejma, ak si ho rozpiSeme nasledovne:
a9, a , b1,1 b|,2 bl,n
tr ay; Ay, a,, r bz,l b2,2 b2,n
am,l am,2 am,n bm,l bm,2 o bm,n
(1.35)
a, +b1,1 a,+ blZ a,+ bLn
—tr A, + b2,1 a, +b2,2 a,+ bz,n
a'm,l + bm,l a'm,2 + bm,2 am,n +bm,n
> A <- matrix(c(1, 2, 4, 2,4,5,2,2,1, 2, 3,0, 1,0,3,2),
nrow = 4, byrow = TRUE)
> A
[,1] [,2] [,3] [4]
1] 1 2 4 2
2] 4 5 2 2
3] 1 2 3 O
4] 1 0 3 2
> B <- matrix(c(1, 0, 0,-1,0,-1,0, 1, -3, 2, 2, 0,1,0,-1,

0), nrow = 4, byrow = T)

>B

> sum(diag(B))
[1] 2

> sum(diag(A+B))
[1] 13

ZaujimavejSia je vSak nasledujuca vlasthésora uz nie je takahko viditéna:

tr(AB) = tr(BA)
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Aj napriek tomu, Ze nasobenie matic nie je komutati stopa stinu dvoch matic je
rovnaka bez dladu na poradie, v ktorom ich nasobime. Podotknetibenp Ze sdin AB aj

BA existuje, pretozeA aB su Stvorcové matice (stopu sme definovali na stworch

maticiach).
> A <- matrix(c(1, 2, 4, 2,4,5,2,2,1, 2, 3,0, 1,0, 3, 2),
nrow = 4, byrow = TRUE)
> B <- matrix(c(1, 0,0, -1,0,-1,0, 1, -3, 2, 2, 0,1,0,-1,

0), nrow =4, byrow =T)
> A %*% B
[.1][.2] [.3] [4]

1] 9 6 6 1
2] 0 -1 2 1
3] 8 4 6 1
[4] 6 6 4 -1
> B %*06 A

(1] [2] [3] [4]
1] 0 2 1 O
2] 3 5 1 0
B8] 7 8 2 -2

4] 0 0 1 2

> sum(diag(A %*% B))
[1]-5

> sum(diag(B %*% A))
[1]-5

Na tomto mieste sa ponuka zovSeobecnenie &ia sich a viacerych matic. Mohlo
by sa zd#, Ze aj pri viacerych maticiach by sme mdhlbovd’ne menf poradie nasobenia
a stopa by sa nezmenila. V skirosti sa stopa nemeni len pri cyklickych permutdcia
¢initelov, ktoré vznikaju tak, Ze vzdy prw§initel presunieme na koniec @Gu a proces
opakujeme:

tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB) (1.37)
Z uvedeného vyplyva, Ze wdeobecnosti nie je pravdaze tr@ABC) = tr(ACB).

1.3.6 Maticové derivdcie

Podobne ako v pripade funkcie realnej premennefemé definovépojem derivacie
a nasledne ho roz&rina funkciu viac premennyctalej je mozné definovaoperaciu
derivacie potla vektora alebo matice. PresnejSie vymedzenie dyabperacii daleko
presahuje rozsah, ako aj uréveykladu tejto publikacie. Z tohto dévodu uvedieren
niektoré vybrané vlastnosti tychto derivacii, opjéc sa o intuicikitate’a ziskana Stadiom

derivacii funkcii.
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Ak mame funkciun premennycH: R" — R, potomgradient definujeme ako vektor

prvych parcialnych derivacii pdd jednotlivych premennych, teda:

o (x) (30 ) ot
0x ox, 0%,  OX

(1.38)

n
Ak by sme chceli zapisadruhé derivacie, vektor by uz nepdstaal: druhé parcialne

derivacie tvoria tzvHessovu maticu

92f(x) 9%f(x) 9% (%)
axZ  oxdX,  0xoX,
92f(x) 9%f(x) 9% (x)
H()=| ax,0x, ax>  ox0x, (1.39)
?f(x) 9°f(x)  8%f(x)
oxOx,  OXdX, O’

Nech A je Stvorcova matica radu ax je n-rozmerny dpcovy vektor. Pre derivacie
linearnych a kvadratickych foriem pkalvektorax platia nasledovné vahy:
0AX AT

b 1.40
o (1.40)
.
XA _ A (1.41)
0X
T
X AX _(p+AT)X (1.42)
0X
Ak by v poslednom wahu bola matic& symetrick&, potom by platilo aj:
T
6X6XAX —(A+AT)X = (A + A)X = 2AX (1.43)

1.3.7 Blokové matice

V niektorych pripadoch, napriklad ak je matica,taéu pracujeme \feni velka,
moZe by vyhodné rozdefi si ju do blokov a pracovas jej strénejSou reprezentaciou (je
tomu tak napriklad pri odhade metédou SUR, z afglemingly Unrelated Regression

v ekonometrii).

37



Priklad 1.17
Maticu

11 12 21 22
13 14 23 24

31 32 41 42
33 34 43 44

mbdZeme pomocou Styroch blokov:

11 12 21 22 31 32 41 42
A1: , A2: , A3: , A4:
13 14 23 24 33 34 43 44

zapisd ako blokovu nasledovne:
A = Al A2
A, A,

Blokovu maticu A radumxn pozostavajicu & blokov v riadku d blokov v sipci

mdZeme vo vSeobecnosti zapisakto:

A= 2 TR T (1.44)
Akl AK,Z Akl

Velmi frekventovanym typom matice je takzvarsidkovo-diagonalna matica ktorej

diagonalne bloky pozostavaju z matic, a prvky mmat su nulové:

A, 0 - 0
0 A, - O

A=l S (1.45)
0 0 - A,

Operacie s diagonalnymi maticami presne zodpoveddgfiniciam beznych
maticovych operacii, avSak vSetkyastkové operacie musia byrealizovaténé, ¢o je
obzvla§ dblezité pri ich nasobeni. Naprikladitanie medzi dvomi blokovymi maticami

rovnakého typu je definované nasledovne:
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A11 AlZ ALI Bl.l BLZ BLI
A2,1 Az,z A2,| + Bz,1 Bz,z Bz,l —
Ak,l Ak,2 Ak,l Bk,l Bk,z Bk,l
(1.46)
All + Bn A12 + BLZ All + Bll
A2,1+Bz,1 A2,2 +Bz,2 AZ,I +Bz,|
Ak,1+Bk,1 Ak,z +Bk,2 Ak,l +Bk,|

S&in blokovych matic je definovany podobne akdistobytajnych matic, len s tym
rozdielom, Ze operacie nasobenia realizujime na dolok Ak je A matica radumxn
pozostavajlca & blokov v riadku d blokov v sipci a maticaB je radunxo pozostavajica
z| blokov v riadku & blokov v sipci, potom s@inom AB dostaneme maticC, ktora je
rozmerumxo a mék blokov v riadku & blokov v sipci danych véahom:

|
Cij=> A B, (1.47)

t=1

1.3.8 Kroneckerov sucin

Kroneckerov sdéin predstavuje operaciu, ktora sdiateka nevyuziva takasto, ako
s&in matic, ale pri niektorych situaciach poskytuje’mi Gsporny spbsob, ako zapisa
a vytvori’ niektoré matice. Vyuziva sa napriklad v niektoryaktiach ekonometrie.

Ak Kroneckerovym stinom nasobime dve maticd aB (ozn&ujeme AQB
o rozmerochmxn apxq, vysledkom je maticamnxpqg ktora je, vyuzivajuc poznatky
o blokovych maticiach, dana vyrazom:

a,B a,B - a,B

a,.B a,.B --- a, B
AOB=| 2 TE e (1.48)
a.mJ_B amizB M amnB

Ak by sme tuto maticu rozpisali Uplne po jednottitryprvkoch, vyzeralo by to takto,
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ab, ab, - oab, - oAby
a1,1b2,1 alez,z o alle,q oot al.nbz,l
al,lbp,l al,lbp,Z "' al,lbp,q ot ai,nbp,l
A®B = '
a, ,1b1,1 a, ,1b1,2 e am,lbl,q I amnbLl
a, ,1b2,1 a, ,1b2,2 e am,lbz,q I amnbz,l
am,lbp,l a‘m,pr,Z T am,lbp,q o amnbp,l

a,b,
alﬂ b2,2

a b, 2

a,b;,

mn

am,nb2,2
a.b

mn~p,2

al,n bl,q

a1,n b2,q

R

am,nqu
m,nbz,q
a_b

mn~p,q

(1.49)

Z uvedeného zapisu je zrejmé, fwge niekedy vyhodné vyuZivazapisy pomocou

blokovych matic — vedie to k sthoejSim citate’'nejSim a ekvivalentnym vyrazom.

Priklad 1.18
Kroneckerovym s€inom vynasobme matice:

i) ol

RieSenie:
1 3 1 3 1
1 2 1 2 2 1 2
AOB=
1 3 1 3
0 1 g
21 21 0

Ako sme uz spominali, Kroneckerov¢ésu sa pouziva pomerne zriedka. Nebudeme

mu preto poskytovavela priestoru, uv&me len niektoré jeho vyznamnejSie vlastnosti.

NechA, B aC su matice takych radov, pri ktorych su definovaaéledovné operacie

(ide hlavne o stty a s&iny matic, ke'Zze Kroneckerov siin je definovany pre akékKeek

matice). Plati:
ARB+C)=ARKB+AQRC
(A+B)® C=A®RC+BQC
(kA) ®B=AQ (kB) =k(A Q B)
ARXBR®C=ARQ BRC)
A®B)® (C®D)=AC ® BD
A®B)'=A'®B™
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(1.53)
(1.54)
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A®B)=A"T®B" (1.56)

Prvy vz’ah hovori o distributivnosti Kroneckerovho nasobediava vzifadom na

operaciu &itania, druhy o distributivnosti nasobenia spragbl&dom na operaciugania.
Treti va’ah nam hovori, Ze je jedno, ktord maticu nasobikaasom, vysledok je rovnaky,
ako keby sme skalarom nasobili Kroneckero¥isuStvrty va'ah hovori o asociativnosti

Kroneckerovho stinu, nemusime teda ptiom pisd zatvorky a moézeme vyrazy pfsaj
takto A ® B ® C. Predposledna vlastrtoplati len ak kA aB existuju inverzné matice:
inverzna matica ku Kroneckerovmuégiu je Kroneckerov stin inverznych matic. Posledn&

vlastnos hovori, Ze transponovanie je distributivne Radtom na Kroneckerov &ii.
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2 Vybrané poznatky linearnej algebry

V tejto ¢asti sa budeme zaobénaiektorymi vysledkami linearnej algebry. Algebea |
vo vSeobecnosttag’ou matematiky, ktord sa da zjednoduSene Gpika ¢ag’ skimajlca
rézne matematické Struktary. Pre Studentov je abgebenej priazliva mozno preto, Ze je
vel'mi abstraktna a nie je pri nej vzdy okamzite jassléy je nejaky poznatok prakticky
vyuzite’ny. Tato abstraktndsje ale zarove aj jej najv&Sou silou — skimané Struktary su
¢asto definované len Vi malym mnozstvom obmedzujucich podmienok, a psstdodia
na vémi vel'ké mnozstvo objektov (tato vlastmoglati aj pre algebru vSeobecne — linearna
algebra je len jej vybranatag’ou). Vdaka tomu existuje aj Va aplikacii, ktoré v korig@om
dosledku vychadzaju zlinearnej algebry. V ramcsicka textov ich budeme vyuZita
v ekonometrii. V kapitole uvedieme len niektoré rgié vysledky z pomerne bohatej teérie,
ktorou je linearna algebra. Zvedavétitate’a odkdZzeme napr. na Specializované publikacie
(napr. Zlatos, 2011).

2.1 RieSenie sustav linearnych rovnic

So sustavami linearnych rovnic sa zrejme uz kafato patas Studia na strednej
alebo vysokej Skole. Tato kapitola sa snazi niékmrdstatné vysledky zopakdyale jej
zmysel je hIbSi. Popri Stadiu systémov linearnyokinic si zopakujeme niektoré hlavné
algoritmy, ktorymi k ich rieSeniu dochadzame. Tiatgoritmy su extrémne uzitné neskoér,
napriklad v tedrii linedrneho programovania, prpe§te inverznych matic, a pouzivaju sa aj
pri niektorych problémoch tykajacich sa vektorovyphiestorov, ktoré si predstavime
v nasledujuciclktastiach.

Podlinearnou rovnicou on neznamychxy, X, .. X, rozumieme rovnicu v tvare:

axptaxt---+axy=b (2.1)
an beR.

Sustavu (resp. systém) linearnych rovniadostavame vtedy, ak mame takychto

kdeay, a,,

rovnic niekdko, pricom ¢islaxi, Xz, .. X, € R budeme nazyvarieSenim systémum rovnic

vtedy, ak budu vyhovovekazdej z nich (Zlatos, 2011):
arXptarXet - ta =

Az Xt agXot o+ agXn = by (2.2)
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AmXL T amaXe+ +++ + AmnXn = bm
kdea; € R prei =1,2,..maj =1,2,..naby, by, ...,bne R.
Vzhradom na maticové operéacie, ktoré sme definovaliedghadzajucicktastiach

moZeme sustav2.2) zapisd UspornejSie takto:

Ax =b (2.3)
kde:
a, a, - a, X, b,
A= a:Z’l a.z2 a2n | « = >f2 , b= bz (2.4)
8u1 8no @ X, B,

To, Ze je maticovy zapik.3) ekvivalentny(2.2) méZzeme ukazatak, Ze zrealizujeme

maticovy sdin (2.3).

AX =b (2.5)
Ay A, v A, |x) (b
e e 26)

am,l am,z a'm,n X, bm
a11X1 + al,ZXZ et alnxn b.l.

ay1% + ;5% et &, , X, — bz (2 7)

an X tay X+ +a, X, b,

V poslednej rovnici mame na pravej ajlizvej strane dva vektory. Dva vektory su si
rovné vtedy, ak maju rovnaky rozmer a vSetky idslpchajuce si prvky su totozneé.

V prvom rade sa vyjadrime k rozmerom danych vektokdaticaA v (2.5) ma rozmer
mxn, vektor x nx1 avektorb mx1. S&in Ax je teda definovany, ajeho vysledkom je
stipcovy vektormx1. Prava d&ava strana rovnic€2.7) ma teda naozaj rovnaky rozmer.

Z druhej podmienky rovnosti vektorov vyplyva, Ze s maju vektory na pravej
alavej strane rovnic€.7) rovna, musia sa rovraaj ich zlozky,co vedie presne k systému
rovnic(2.2). Maticovy zapiq2.3)je teda naozaj ekvivalentny sustg2e?).

Uvedena skuiinog’ je jednou z hlavnych piin, pre&éo maju aj z praktickéholadiska
vedomosti 0 maticovych operaciach zmysel — zapis ijgh pomocou ova jednoduchsi,

CitatelnejSi a zaroueekvivalentny pévodnému problému.
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Maticu A budeme nazyva maticou sustavy a vektdo vektorom pravych stran.
V niektorych pripadoch bude pre nas udi® uvadzé vietky koeficienty za rieSenu sustavu
linearnych rovnic v jednej matici. Ide tu o koefiety obsiahnuté v matiéh rozmerumxn
a vo vektoreb rozmerumxl1. Vidime, Ze maticd aj vektorb maju rovnaky peet riadkov —
maticu vSetkych koeficientov systému rovnic pretstdneme tak, Ze k matiéi pridame
vektor b ako dodatény sipec. Tato maticu budeme nazf§vezsirenou maticou sistavy

(angl.augmented matr)x ktora sa bezne oz&ige (Ab).

Priklad 2.1
Zapiste nasledovnu sustavu rovnic v maticovom tvare
2X1 +Xp —X3 + BXy— X5 =4
Xy + Do +2X3+ X+ 2%5=8
Xo +2X3— Xg+ X5 = 2
2X1 + X0 — 2X3+ Hg— XK= 8
X1 +Xo+ X3 +Xg+X5=7
RieSenie:
Sudstavu rovnic je mozné maticovo zapisasledovne:
2 1 -1 5 -1\x) (4
1 4 2 1 2|x 8
0 1 2 -1 1(x|=2
2 1 -2 3 -2|x, 8
1 1 1 1 1)x 7
Matica sustavy a vektor pravych stran su preto dané
2 1 -1 5 -1 4
1 4 2 1 2 8
A=l 0 1 2 -1 1], b=|2
2 1 -2 3 -2 8
1 1 1 1 1 7
RozSirena matica sustavy ma tvar:
21 -1 5 -1|4
14 2 1 2|8
(Alb)=f0 1 2 -1 1|2
2 1 -2 3 -2|8
11 1 1 1|7




Otazkou zostava, ako je mozné sustg@) vyrieSt. Pozornyitate’ predchadzajicej

kapitoly by mohol pri na jednu mozna@’s zaloZenu na vyuzivani inverznej matice:

Ax =b (2.8)
A'Ax =A"b (2.9)
Ix=A" (2.10)
x=A"b (2.11)

Na prvy poltad jednoduché rieSenie ma vsak nidko nezodpovedanych otazok.
V prvom rade si pripomenieme, Ze nie ku kaZdej chai existuje inverzna matica ™.

V predchadzajucej kapitole sme definovali inveramaticu len pre regularne Stvorcové
matice. Matica sustavih ma rozmemxn, teda poet riadkov je rovnaky ako get rovnic

a paet sipcov je rovny pstu premennych (neznamych). Ak matica sustavy n&jercova

— ak nie je p&et rovnic rovny p&tu neznamych, potom tymto spésobom nembézeme sustavu
riedit, inverzna maticd ™ by neexistovala.

Povedzme ale, Ze zhodou okolnosti je tato podmispkaend, pet rovnic sa rovha
poctu neznamych a matica je Stvorcova. Ani v takomto pripade vSak eSte maméeSenie
sustavy rovnic zatiené. Pripoméme totiz, Ze nie ku kazdej Stvorcove] matkiexistuje
inverzna matica. Len po splneni aj podmienky regylanatice A by bolo mozné riesi
sustavu line&rnych rovnic spé6sobom ng&engm v(2.11)

Podotknime eSte, Ze pri vhodnej maticby sme sustavu vedeli vyriésr programe
R. Spbsob, akym program R dia (H’ada) inverznd maticu sme si z#tiaeukazali.
V skutainosti existuje priamy wah medzi rieSenim susta¥y = b so Stvorcovou maticou
sustavy a inverznou maticou. Jej vypbsi preto nechame na neskor, Zasalen ukazeme

navrhovany postup v programe R.

Priklad 2.2
RieSme v programe R nasledovnu sustavu linearryafic:
Xp+X— 23+ Xg+ X5 —Xg = 4
2X1 =X + X3 + 2+ Xs— K= 20
X+ Mo — K =X+ K+ X6 = -15
Xy + 2o =Xz —Xa+ X5+ Xg = -3
—3X =X+ 23+ g+ X5+ X = 16
4x1 + X + Xz — B4 — Ks— K= —27

RieSenie:
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Najprv do R vloZme maticu sustavy a vektor pravsichn:

> A <- matrix(c(1, 1,-2,1,3,-1,2,-1, 1, 2, 1, -3,1,3, -
3,-1,2,1,5,2,-1,-1,2,1,-3,-1,2, 3, 1, 3,4,3,1,
-6, -3, -2), nrow = 6, byrow = TRUE)

> A
[,1]1 [,2] [,3] [,4] [.S] [.6]

[1] 1 -1

[2] 2

3] 1 1

[4] 5 1

[5)] -3 3

6] 4 3 1 -6 -3 -2

> b <- c(4, 20, -15, -3, 16, -27)

>b

[1] 4 20-15 -3 16 -27

w

-3

NN

1 -2 1
-1 1 2
3 -3 -1
2 -1 -1
-1 2 3

Pod’a(2.11)by sme malitalej vypaitat’ inverznd matictA™:

> solve(A)
(1 L2 [3] [4 ] [5]  [6]

[1,] -0.3028169 0.15492958 0.08450704 0.19718309 9 -0.105633803 -0.09859155
[2,] -0.5492958 0.54460094 0.81220657 -0.21596244 1 0.234741784 0.10798122
[3,] 0.3309859 -0.03755869 -0.26291080 -0.00234741 8 0.328638498 0.25117371
[4,] -0.9154930 0.68544601 0.79812207 -0.08215962 4 0.002347418 -0.20892019
[5,] 1.0915493 -0.53521127 -0.74647887 0.09154929 6 0.183098592 0.20422535
[6,] -0.1549296 -0.14553991 -0.01877934 0.17840375 6 0.023474178 -0.08920188

Poslednym krokom je prenasobenie vektora pravyan &t inverznou maticou k matic
sustavy Pava @b):

> solve(A) %*% b
[,1]

1] 1

[21] -2

3] 3

[4] 4

[5] 2

[6,] -1

Dostavame tak stlpcovy vektor rieSeni sustavy mvri skut@nosti R umo#uje

vypitat’ sustavu aj priamo, pomocou prikaslve:

> solve(A, b)
[1]1-2342-1
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VSimnime si, Ze R tieZ poukazuje Uzky savis medgerznou maticou a rieSenim sustavy

linearnych rovnic — oboje je mozné vyjitat’ prikazomsolve .

V tejto ¢asti budeme poktava’ tym, Ze si vysvetlime, ako je mozné jednak vytiesi
sustavu linearnych rovnic, ale aj zistkedy to nie je mozné, resp.lko rieSeni rovnica ma
(Ziadne, jedno, alebo nekame veéa). Kelze je to efektivnejSie, budemedalSom texte
pracovd hlavne v zapise pomocou rozSirenej matice sustavy.

Aby sme pochopili zdkladnu myslienku rieSenia sistavnic, je potrebné si vSimtil
dve vlastnosti.

V prvom rade existuju sustavy, pri ktorych je&’'me rahké utit’ ich rieSenie. Takouto

rozSirenou maticou sustavy je napriklad:

10 0|2
0 10|8 (2.12)
00 1]11

KedZe tato rozSirena matica sustavy zodpoveda rovnicia
X1 =2
% =8 (2.13)

tak je zrejmé, Ze rieSenim je vektor (2, 8, 11).
Existuju rozSirené matice sustavy (a teda aj syshiaearnych rovnic), ktoré maju

rovnaké mnoziny rieSeni. Napriklad pri nasledovngrebch sustavach:

100]|2 2 00| 4
0108 0 30|24 (2.14)
00 111 00 4|44

vieme, Ze pri prvej je rieSenim vektor (2, 8, 1Dyuhej rozSirenej matici sustavy
zodpoveda systém rovnic:
2x1 =4
M =24 (2.15)
4xz = 44
ktorych rieSenim je tiez vektor (2,8,11).

Je evidentné, Ze je mozné defindwmekoné&ne vé'a roznych sustav rovnic, ktoré maju
tu istt mnozinu rieSeni (existuju aj komplikovamej&lternativy, ako sme prezentovali
v texte). VSetky sustavy linearnych rovnic, ktor@jintda istd mnoZzinu rieSeni, nazyvame
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ekvivalentnymi sustavami Dve maticeA aB budeme ozn@mva ekvivalentnymi pomocou
symbolu ,~”" takto:A ~B.

Teraz mame vSetko potrebné k tomu, aby sme nayshiatégiu“ rieSenia sustav
linearnych rovnic. Ak dostaneme ulohu rie&Ustavu linearnych rovnic, tak vieme, Ze
existuje nekonge véa sustav rovnic, ktoré steu ekvivalentné. Kéze existuju aj sustavy,
z ktorych dok&dZzeme Vei jednoducho uiit' rieSenie, zda sa Byvhodné nahradzova
pdévodnu sustavu rovnic novou sustavou, ktora jegddchSia, s pdvodnou ekvivalentna
a umozujel'ahSie zisti jej rieSenie a pokeava’ v tom dovtedy, kym nenajdeme rieSenie.

Upravy, ktorymi sa dostavame od jednej sustavyalingch rovnic kinej, #ou
ekvivalentnej, nazyvamekvivalentnymi Upravami. Ekvivalentné Upravy tvoria nasledovné
operéacie

* vymena dvoch riadkov rozSirenej matice sustavy,

* vynasobenie ktoréhokeek riadku rozSirenej matice sustavy nenulowisiom
a € RY{0},

* preac€ R, pripcaiitaniea-nasobku jedného riadku matice k inému riadku.

Ukazme si, ako je mozné ekvivalentné Upravy reaéig® programe R.

> A <- matrix(c(0, 1, 0,0,5,0,0,0,-3,0,1,0 , 3,0, -1,
1), nrow = 4, byrow =T)

>A
[.1][.21 [.3] [4]

1] 0 1 0 O

2] 5 0 0 O

B3] -3 0 1 O

4] 3 0 -1 1

Pripomaéime, Ze konkrétnu hodnotu z maticA mdéZzeme vybmh pomocou

indexovania, napriklad prvak, 3 dostaneme nasledovne:

> A4, 3]
[1] -1

Druhy riadok, pripadne tretiipec sa da vybratak, Ze pri indexovani zadame len

jeden rozmer:

> A[2)]
[1]5000

> Al3]

[1] 00 1-1

Podobne sa da vyhiraj niekd’ko riadkov, resp. §cov naraz (napriklad prvé dva):
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[2.]
[3.]
[4.]

> Alc(1, 2),]
[1]
[2.]
> AlLc(1, 2)]

[L1.]

[11[2]1 [.3] [4]
0 1 00
5 0 0 0

[11[2]
0 1
5 0
30
3 0

Zarover je mozné vyuii predchadzajuce prikazy aj na modifikaciu prvkoadkov,

alebo sipcov matice jednoduchym priradenim:

(1] [2] [3] [4]
1] 0 1 0 O
2] 5 0 80 O
3] 3 0 1 0

4] 3 0 -1 1
> A[1] <- c(11, 12, 13, 14)
> A

(1] [2] [,3] [4]
[1,] 11 12 13 14
2] 5 0 80 O
3] 3 0 1 0
4] 3 0 -1 1
> A[,4] <- ¢(~1, -2, -3, —4)
> A

(1] [2] [3] [4]
[1,] 11 12 13 -1
2] 5 0 80 -2
3] 3 0 1 -3
[4] 3 0 -1 -4

S pomocou tychto poznatkov si mdéZzeme uKazko je mozné realizovavySSie

spominané ekvivalentné Upravy.

Najprv si ukdaZzmerymenu dvoch riadkov matice:

> A

[11[2]1 [.3] [4]
[1] 0 1 0 O
[2] 5 0 0 O
3] 3 0 1 0
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[4] 3 0 -1 1
> Alc(d, 4),] <- Alc(4, 1),]
> A
[,1
[1,]
(2]
[3.] -
[4,]

[h—

(.21 [,3] [4]

]
0 1
0 0
0 0
1 0

ohuw
OROR

Kracovy je vyraz Alc(1, 4),] <- Alc4, 1)]
Alc(1, 4),]

. Jeho Uvodna&gag’

hovori, Ze vysledok operacie priradime do ma#icekonkrétne do prvého

a Stvrtého riadku (v tomto poradi). T&9 sa bude do tychto riadkov prfaval’, je dané

pravou stranou vyrazwA[c(4, 1),]

¢o nam z maticé vyberie Stvrty a prvy riadok (v

tomto poradi). Vysledkom je, Ze do prvého riadkirgolime obsah Stvrtého, a do Stvrtého

riadku obsah prvého riadkén je vlastne to isté, ako ich vymena.

Vynasobenie riadku nenulovym c¢islom ma eStelahSi zapis, vychadzajuci

z rovnakého principu:

Do Stvrtého riadku prikdujeme Stvornasobok byvalého Stvrtého riadku matice.

Pripo¢itanie nasobku jedného riadku matice k inému riadku je uz po predchadzajucich

dvoch operaciach veni jednoduché:

[.1] [.2] [.3] [4]

0 1 0O
5 2 0 O
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w W

0 1 0
0 -1 1

3,
[4.]

V predchadzajucom priklade sme k druhému riadkuiceatripaitali dvojnasobok
prvého. PresnejSie, z matide sme vybrali prvy riadok, vynasobili ho dvomi, poéitali
k druhému riadku matic& a vysledok vloZili do druhého riadku matige

Je mozné si vSimnmUskut@nod’, Zze az kym R nevlozi vysledok do matice, resp. jej
casti, je mozné pracovas jej povodnymi hodnotami. Nehrozi preto problém,by sa nové

a povodné hodnoty pomiesali.

Priklad 2.3

V nasledujucej maticiA|b):

. vymeime prvy a druhy riadok,

. vynasobme prvy riadok jednou pétinou,

. pripocitajme treti riadok k Stvrtému,

. pripocitajme trojnasobok prvého riadku k tretiemu.
0O 1 0 O0f 2

0O 0 0| 5
(Alb)=

-3 0 1 0| O

3 0 -1 1| 4

RieSenie:Postup opévykoname v programe R.

> A <- matrix(c(0, 1, 0,0, 2,5,0,0,0,5,-3,0 ,1,0,0, 3,
0,-1,1, 4), nrow =4, byrow = TRUE)

> A
(1] [.2] [.3] [4] [.5]

1] 0 1 0 0 2

2] 5 0 0 0 5

B3] 3 01 0 O

4] 3 0 -1 1 4

Teraz vyméme prvy a druhy riadok:

> Alc(2, 1),] <- Alc(d, 2),]
> A

(11 [21 3] [4] [.5
[1] 5
[2] O
[38] -3
[4] 3

]

0
1
0
0
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Vynasobme prvy riadok jednou péatinou:

> A[L,] < A[L,]/5
> A

L1 [2] [3] [4][,5
[1,]

]

1 0

[2.] 0
[3.]

]
1
2
0
[4.] 4

] ]
0 0
0 1 0
3010
3 0-1 1

Pripatitajme treti riadok k Stvrtému:

> Al4,] <- A[4,]+A[3]
>A

Pripatitajme trojnasobok prvého riadku k tretiemu:

> A[3,] <- A[3,] + 3*A[1,]
>A
(1] [.2] [.3] [4] [.5]

1] 1 0 0 0 1

2] 0 1 0 0 2

3] 0 0 1 0 3

[4] O 0 0 1 4

Po vSetkych Upravach sme sa dostali ekvivalentrijpravami k rozSirenej matici systénju

1000|121
0 1002
0 0 103
0 00 1|4

Této rozSirena matica systému je ekvivalentndp)( ich mnozina rieSeni je pre
rovnaka. Ke’ze z poslednej matid@ahko vidime, Z& = (1, 2 , 3, 4), prave sme vyriesil

nasu prvu sustavu linearnych rovnic.

(0]

V predchadzajucom priklade sme videli, Zze ak mdasaslinearnych rovnic rieSenie,

je mozné ho néispomocou riadkovych ekvivalentnych Uprav. Tentotppssa nazyva

Gaussova eliminma metdda. Metdda samotna &pa v sérii ekvivalentnych riadkovych
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Gprav, ktorymi maticu prevedieme na tzv. stoyty tvar. Pre jeho definiciu je dolezity
pojem veduci prvok riadkumaticeA.

Veducim prvok riadku i matice A nazyvame prvy nenulovy prvok istom
riadkovom vektore maticéA. Ak je riadok i nulovy (-ty riadkovy vektor je nulovym

vektorom), nema veduci prvok.

Priklad 2.4
Najdime veduci prvok prvého a tretieho riadku mafc
10 3 41
0 8122
A=
0 00 43
0 00 34

RieSenie:Prvy riadkovy vektor maticA je (1, 0, 3, 4, 1) a jeho prvym nenulovym prvke

—

m
je 1. Treti riadkovy vektor maticg je (0, O, 0, 4, 3) a jeho prvym nenulovym prvkanj
Veducim prvkom prvého riadku matick je preto prvoka;; = 1 aveddcim prvkon

tretieho riadku jeg 4 = 4.

O matici A hovorime, Ze je stupiiovitom tvare, ak sa v nej vSetky nulové riadky
nachadzaju pod nenulovymi, aa8ne sa pod kazdym veddcim prvkom ipaitnachadzaju

len nulové prvky.

Priklad 2.5

Posu'te, ¢i si maticeA, B, C aD v stupiovitom tvare:
10 3 41 125 41 0 00O0O po s
08 12 2 04 12 2 2 4 1 2 2

A= B= C= D=2 1 0
0 0O0 43 0 0043 0 12 4 3 100
0 00O 4 002 3 4 0 02 3 4

| N

RieSenie: Matica A je v stupiovitom tvare, pretoze jednak neobsahuje nulovékyia
a pod vedudcimi prvkami su len nulové prvky. Veducipnvkami riadkov sta; 1= 1,
a2=8, as4=4, ays=4. V sipcoch sa pod kazdym veddcim prvkom nachadzajul len
nulové prvky.

Matica B nie je v stupovitom tvare, pretoZze pod veducim prvkom tretietaalkuaz 4 = 4

sa nachadza nenulovy prveks = 3.
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Matica C nie je v stupovitom tvare, prvy riadok je nulovy, a predchadzsladujicim
nenulovym riadkom.

Matica D nie je v stupovitom tvare, pretoze pod vedicim prvkom prvéhdkiaa; ; = 1
sa nachadza nenulovy prvak; = 2 aaz; = 1.

Gaussova elimingnd metoda spdva vtom, Ze najprv maticu ekvivalentnymi

Gpravami prevedieme na stiqvity tvar, a nasledne spatnou substitliciou vyjadrrieSenia
rovnice.

Priklad 2.6
V programe R ekvivalentnymi Gpravami préie maticuA|b na stugiovity tvar.

1 0 0 0 0] 2
-2 2 -2 1 1| 13
Alb=| 3 -2 3 -2 -1|-15
-1 1 -1 1 0| s
-2 2 -2 2 1| 14

RieSenie Maticu najprv vloZime do R:

> A <- matrix(c(1, 0,0,0,0, 2,-2,2,-2,1, 1, 13, 3,-2, 3,
-2,-1,-15,-1,1,-1, 1,0,6,-2,2,-2,2, 1, 14), nrow =
5, byrow =T)

> A
[.1] [.2] [.3] [4] [.5] [.6]

1] 1 0 0 0 0 2

2] 2 2 -2 1 1 13

B] 3 -2 3 -2 -1-15

4] -1 1 -1 1 0 6

5] 2 2 -2 2 1 14

Pri prevode na stujpvity tvar budeme vyuzivadefinované ekvivalentné Upravy. Vidime,
Ze v prvom riadku mame veduci prvok v prvoripst Pripaitajme preto vzdy vhodn
nasobok prvého riadku k ostatnym tak, aby sme padiat vedicim prvkom dostavali st

nulu. K druhému riadku preto pripibame dvojnasobok prvého, k tretiemu —3 nas

/

prvého, k Stvrtému prigidtame prvy a k piatemu priptiame dvojnasobok prvého riadku

> A[2,] = Al2,] + 2*A[1,]
> A[3,] = A[3,] - 3*A[1,]
>A[4]=Al4]+ A[L]

> A[5,] = A[5,] + 2*A[1,]
> A
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(.11 [2] [,3] [.4] [.5] [.6]
1] 1 0 0 0 0 2

2] 0 2 2 1 1 17
3] 0 2 3 2 -1-21
4] 0 1 -1 1 0 8
] 0 2 2 2 1 18

Vidime, Ze dostavame novU maticu, ktora ma pod eiedjprvkom v prvom riadku samé

nuly. Ked'Zze su vSetky vykonané Upravy ekvivalentné, je ajegna matica ekvivalentr
s pévodnou. Vynasobme druhy riadilklom 2*, aby sme dostali veduci prvok v druhc
riadku rovny 1.

a

m

> Al2,] < A[2,]/2
> A
(1] [2] [,3] [4] [.5] [.6]

[1,] 0 00000 20
2,] 1 -1 0505 85
3] 0 -2 3-2.0-1.0-21.0
[4,] 1 -1 1.0 0.0 8.0
5,] 2 -2 20 1.0 18.0

[eNeNoNol ]

Upravme teraz maticu tak, aby mala pod veducim guvidruhého riadku samé nuly.

K tretiemu riadku pripditame dvojnasobok druhého riadku, od Stvrtého didame druhy

a k piateho pripéitame minus dvojnasobok druhého riadku:

> A[3,] <- A[3,] + 2*A[2,]
> A[4]<-Al4,] - Al2)]

> A[5,] <- A[5,] — 2*A[2,]
> A

(.11 [.2] [.3] [.4] [.5] [.6]
1] 1 0 0 0.0 0.0 2.0
[2] 0 1 -105 05 85
3] 0 0 1-1.0 0.0-4.0
[4] O 0O 0 05-05-0.5
[ 0 0 0 1.0 0.0 1.0

NaSe upravy spoésobili, Ze pod veddcim prvkom drohéddku dostavame nuly. Zhodou

okolnosti je tato poziadavka splnena aj pre veddak v tre'om riadku. Zostava teda eSte

postup zopakowvapre veduci prvok vo Stvrtom riadku — najprv ho agabime dvomi, ab
sa veduci prvok rovnal jedne;.

> A[4,] <- 2*A[4,]
>A
[.11[.2] [.3] 41 [.5] [.6]
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0 0.0 0.0 2.0
-1 0.5 0.5 85
1-1.0 0.0-4.0
0 1.0-1.0-1.0
0 1.0 0.0 1.0

[1.]
[2.]
[3.]
[4.]
[5.]

[eoNeNoNol o
[eNoNaol Ne)

Vidime, Ze na to, aby bola matica v stapitom tvare, st&é k piatemu riadku pripsitat’ (-
1) nasobok Stvrtého.

> A[5,] <- A[5,] — A[4]
> A
(.11 [.2] [.3] [.4] [.5] [.6]

[1J 1 0 0 0.0 0.0 2.0
[2.] -1 05 0.5 85
[3.] 1-1.0 0.0-4.0
[4,] 0 1.0-1.0-1.0
5.] 0 0.0 1.0 2.0

[eoNeNoNe]
[eoNeNoN

Tato matica je v stupvitom tvare, a teda:

1 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0| 2

-2 2 -2 1 1] 13 0O 1 -1 05 05|85

A=l 3 -2 3 -2 -1/-15-f 0 O 1 -1 0| -4
-1 1 -1 1 0 6 0O 0 0 1 -1|-1

-2 2 -2 2 1] 14 0O 0 O 0 1] 2

Podotknime eSte, Ze bezladu na péet a jedinénog’ rieSenia sustavy linearnych rovn
stupiovity tvar nie je dany jednoztiae. Napriklad je zrejmé, Ze ak by sme ktoiffdek

riadok vynasobili nenulovyngislom, nova matica bude ekvivalentna s matidoyide

vyslednej matici. Podobnych ekvivalentnych Gpravdaysamozrejme dalo ursbove’a
viac.

o ekvivalentni Upravu), matica zostane v sayitom tvare, ale nebude rovna nas

C,

Spatné dosadzovanie, ako drub@s’ Gaussovej eliminae] metddy realizujeme

nasledovne. Vychadzajme z vyslednej matice v pazdjacom priklade, teda:

1 0 0 0 0| 2
0 1 -1 05 05|85
0O 0 1 -1 0 -4
0O 0 0 1 -1/-1
o 0 0O o 1| 2

Té&to rozSirena matica sustavy zodpoveda rovniciam:

56



1X 2
2% X3+ 0.5-x4+05:x =85

3 X % =-4 (2.16)
x— % =-1
X = 2

Okamzite vidime, Zeq = 2 axs = 2. RieSenie pre, dostaneme tak, zelitame
posledné dve rovnice, resp. k Stvrtej rovnici ptipgme poslednu piatu:
(a—X) +X =—1+2
X =1
Podobne mdZzeme pokava’ aj pre zvysné premenné. Uvedomme si v3ak, Ze tieto

(2.17)

operacie su podobné, ako tie, ktorymi sme ¥jjawali stupiovity tvar matice, len
v obratenom poradi — &@eme poslednou rovnicou asnazime sa ,vynulovarvky
nachadzajuce sa v matici nad veducimi prvkami wadfnaticu sa teda snazime previea

diagonalnu).

Priklad 2.7
Preve’me nasledujucu maticu na diagonalnu spatnym dosadao:

O 0 O o0 2
1 -1 05 05|85
0O 1 -1 0|-4
0O 0 1 -1|-1
o 0 O o 1 2

o O O

Riedenie:Najprv prip@itame piaty riadok k Stvrtému, a potom-8asobok piateho riadk

[y

odpaiitame od druhého:

> A[4,] <- Al4,]+A[5,]

> A[2,] <- A[2,]-A[5,]/2

> A

(11 [2] [.3] [.4] [.5] [.6]

[1,] 1 000 020
[2.] 105 075
3] 1-1.0 0-4.0
[4,] 01.0 0 1.0
[5.] 000 120

[eoNeNoNe]
OQOOrOo

Nakoniec pripsitame $tvrty riadok k tretiemu a'zasobok Stvrtého riadku odgtame
od druhého:
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>A[3] <-A[B,] +Al4]
> Al2,] < A[2,] — A[4,]/2
> A
[,1]1 [,2] [,3] [,4] [,S] [.6]
[1.] 0 2

0
[2.]
[3.]
[4.]
[5.]

coocor
orooo
rooo
N R G~

-1
1
0
0

OQOOrOo

Zostava uz len prigidtat’ treti riadok k druhému:

> A[2,] <- Al2,] + A[3,]
>A

[.11[2] [.3] [4] [.5] [.6]
[1] 2

[2.] 4
[3.] -3
[4.] 1
[5.] 2

[eoNo ool
[eNoNaol Ne)
[eNeoh NeoNe
(ol _NeoNoNe)
P OOOO

Dostavame maticu v tzv. kanonickom tvare, v ktoroanhlavnej diagonale su jednotky
a mimo hlavnej diagondly su prvky matice rovné n®&Senim rovnice je vektor= (2,
4, -3,1, 2).

Gaussova eliminma metdoda sgidva v prevode matice ekvivalentnymi Upravami na
stupiovity tvar. Takzvana Gaussova — Jordanova elitmaametéda sa od Gaussovej liSi
v tom, Ze sa priamo vyptava diagonalna matica a to tak, Ze pri kazdomigeoh prvku

~vynulujeme* tak vSetky prvky pod, ako aj nad danyeducim.

Priklad 2.8
VyrieSte sustavu rovnic danu nasledovnou rozSirematicou sustavy pomocou Gaussoyej
— Jordanovej eliminanej metddy.

1 0 0 0| 1
-2 1 -2 0|-2
1 0 1 o0f 2
-1 1 -1 1| 2
RieSenie:Najprv vloZzime do R pozadovanu maticu:
> A <- matrix(c(1, 0,0,0,1,-2,1,-2,0,-2, 1, 0,1,0, 2,

-1,1,-1,1, 2), nrow =4, byrow =T)
>A
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(.11 [2] [,3] [.4] [,5]
1] 1 0 0 0 1
2] 2 1 2 0 -2
3J 1 0 1 0 2
4] 1 1 -1 1 2

V prvok kroku ,vynulujeme* prvky pod veducim prvkoprvého riadku:

> A[2,]<-A[2,] + 2*A[1)]
> A[3,] <- A[3,]- Al1,]
> A[4,]1<-Al4,] + A[1]
> A
[1][21 [.3] [4] [.5
1] 1
[2] O
3] O
0

]
0
1
0
[4.] 1

V druhom vynulujeme prvky matice pod veddcim prvkdrahého riadku (nad nemusin

lebo zhodou okolnosti je prva ,= 0

€,

> A[4,] <- A4,]-A[2]
>A

Teraz postup zopakujeme aj pre veduci prvok tretigladku. VSimnime si, z

“vynulujeme” aj prvok v druhom riadku — toto je whel oproti obyajnej Gaussove|

eliminatnej metode.

> A[2,] <- A[2,] + 2*A[3]
> A[4,]<-Al4,] - A[3,]
> A

Vidime, Ze po tejto Uprave je rozSirena maticaasyst kanonickom tvare, a rieSenim
vektorx = (1, 2, 1, 2).
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Gaussova a Gaussova — Jordanova metdda nam poskygayitmy, ako vypéitat
rieSenie sustavy linearnych rovnic. Zostava sa eata vyjadti k otdzke,éi vSetky sustavy
linearnych rovnic maju rieSenie, pripadne kedy teakunie je.

Priklad 2.9
VyrieSte sustavu rovnic danu nasledovnou rozSirematicou sustavy:
1 2 3| 8
(Alb)=| 2 0 1| 4
5 2 5|32

RieSenie:Postupujme Gaussovou — Jordanovou eligrioa metédou.

> A <- matrix(c(1, 2, 3,8,2,0,1,4,5, 2,5, 32 ), nrow = 3,
byrow =T)
> A

Zacnime vedacim prvkom prvého riadku:

> A[2,] <- Al2,] - 2*A[1]
> A[3,] <- A[3,] - 5*A[1]
> A

(1] [.2] [.3] [.4]
1] 1 2 3 8
[2] 0 -4 -5 -12
3] 0 -8 -10 -8

Vynasobme druhy riadokislom (—4)" a postupujme veducim prvkom druhého riadku:

> A[2,] <- A[2,]/(-4)
> A

[11[2] [3][4]
[1] 1 2 3.00 8
2] 0 1 125 3
[3] O -8-10.00 -8
> A[3,] <- A[3,] + 8*A[2,]
> A

[1]1[.2] [L3] [4]
[1] 1 23.00 8
[2] 0 1125 3
[3] O 00.00 16
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V tretom riadku je veddcim prvkom prvok v poslednonpst, ¢o nezodpoveda Ziadnej
premennej z vektora. Touto metédou nembzeme podoaa’ — zda sa, Ze neexistuje

spbsob, ako maticu previesa kanonicky tvar.

Ak si vSimneme lepSie posledny riadok matice v phédizajicom priklade, zistime,
Ze sa dostavame k sporu:
Ox+ 0%+ 0x3 =16 (2.18)
KedZe vyraz ndavej strane je rovny nule, nie je mozné, aby posgladvnos platila
— rovnica nema rieSenie. Skisme prétpy sa stalo, ak by sme nerieSili systém v R sami,

ale vyuzili vstavanu funkcigolve()

> A <- matrix(c(1, 2, 3, 2,0, 1, 5, 2, 5), nrow = 3, byrow=T)
> b <-¢c(8, 4, 32)
>A
[1][.2] [.3]
1] 1 2 3
2] 2 0 1
3] 5 2 5
>b
[1] 8 432
> solve(A, b)
Error in solve.default(A, b) :
Lapack routine dgesv: system is exactly singular

Pri pokuse o rieSenie tejto sustavy rovnic R nedalkaypdaitat’ rieSenie. Informuje
nas otom vSak pomerne zlozitym chybovym hlaserktaré nie je Uplne zrozumiteé.
Kracova je vivom informéacia o singularite systému — to nam mézeomend diskusiu na
z&iatku tejto podkapitoly, kde sme uvazovali o ridsgystému v tvare:

x=A"b (2.19)

Ak si spomenieme, Ze tento zapis zavisel na exdétEwerznej matice ™ a vieme, Ze
Stvorcové matice, ku ktorym neexistuje inverznaicaasa nazyvaju singularne, potom nam
dané chybové hlasenie vietbyZzitatné — hovori nam presne, kde je chyba. Hovori to ale
spésobom, ktory je ré@ate’ny, ak nemame potrebné vedomosti. Je preto vyhpdzéa
algoritmy rieSenia sustav linearnych rovnic, abjobmozné lepSie pochapico ndm nami
pouzivany Statisticky softvér poskytuje a ako k@dgrliam prichadza.

Teraz uz vieme, Ze ak rieSenie sustavy linearnymmic existuje, mdézeme ho
vypccitat Gaussovou elimiriou metdédou. Dokazeme aj rozpoZisguaciu, v ktorej systém
obsahuje sporné vahy, takze nema rieSenie. Existuje eSte tretia ma#acia, ktord nam

nazn&i nasledovny priklad.
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Priklad 2.10
VyrieSte sustavu rovnic danu nasledovnou rozSirematicou sustavy:

1 2 3 2 1|8
(Alb)=| 2 0 1 2 1| 4
5 2 5 6 3|16

RieSenie:Postupujme Gaussovou — Jordanovou elitnina metodou.

> A <- matrix(c(1, 2, 3,2, 1, 8,2,0, 1, 2, 1, 4, 5,2,5,6,
3, 16), nrow=3, byrow=T)

> A
(.11 [.2] [,3] [.4] [.5] [.6]
8
4

16

[L,] 1
[2,] 2
5

5]

1

1

[3.] 3

1031 [.4]
2 3 2
0 1 2
2 5 6

KedZe matica je vémi podobna tej v predchadzajucom priklade, aj pasani
postupujeme analogicky:

> A <- matrix(c(1, 2, 3,2,1,8,2,0,1, 2,1, 4, 5,2,5,6,
3, 16), nrow=3, byrow=T)
> Al2,] <- A[2,]-2*A[1,]
> A[3,] <- A[3,]-5*A[1,]
> A
[.1]1[.2] [3] [.4] [.5] [.6]
m] 1.2 3 2 1 8
2] 0 4 -5 -2 -1-12
3] 0 -8-10 -4 -2 -24
> A[2,] <- A[2,]/(-4)
> A
[1102] [31[A4] [.5][.6]
[1,] 1 2 3.00 2.0 1.00 8
2] 0 1 12505 025 3
[3] O -8-10.00-4.0-2.00 -24
> A[3,] <- A[3,]+8*A[2,]
> A[1,] <- A[1,]-2*A[2,]
> A
[.1]1[.2] [3] [,4] [.5] [.6]
[1] 1 0050 1.0050 2
2] 0 112505025 3
[3] 0 00.00 0.00.00 O

Op& sa dostavame do stavudkenaticu nie je mozné previesa kanonicky tvar, sustavu

preto nevieme doteraz prezentovanym sposobom ujries

PrepiSme si vSak rozSirent maticu sustavy z predeli#zceho prikladu do rovnic:
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1% 0.%+ x+ 056 =2
2K 1.25G+ 0.5¢,+ 0.25¢ = 3 (2.20)
0=0
Tento krat posledna rovnica nepredstavuje spaig jeyraz, ktory je vzdy pravdivy.
Ako taky by sme ho mohli zo sustavy aj wWili— nijakym spésobom rieSenie neobmedzuje.
Dostdvame tak dve rovnice o piatich nezndmych. 'sdbm na vibnog’, ktord tym
dostavame pri Mibe parametrov je zrejmé, Ze sa vzdy budeaalit’ takych pd cisel, aby
boli splnené poZadované dve rovnice. V skntisti ak zvolimexs, x4 a xs € R 'ubovd’ne,
rieSenim preg ax, bude vziiadom ng?2.20)vztah:
12— 0% - x%— 0.5
2% 3 —1.2%3 —0.5¢4— 0.25¢s
Odtid’ dostavame, Ze rieSenim sustavy linearnych roend&ykd'vek vektor:
X=(2-0.5% —x4—0.5%, 3—1.2%—0.5¢—0.25, X3, X4, Xs) (2.22)
Ak by sme to zhrnuli, sustava linearnych rovnic ené& nemusi ma rieSenie.

(2.21)

V pripade, Ze mbézeme rozSirenl maticu systému poun@aussovej alebo Gaussovej —
Jordanovej elimingnej metddy previgsna kanonicky tvar, sistava ma jediné a jedn&rmma
uréené rieSenie. Tieto metdody nam to rieSenie umpZnajs. V pripade, ak systém rovnic
v sebe obsahuje spor, systém nema rieSenie. ApriateSeni zistime, Ze systém neobsahuje
spor, no po vyldeni nulovych riadkov z rozSirenej matice systénstéag menej rovnic, ako
je neznamych, systém bude thraekonéne ve'a rieSeni. Moznosti su teda tri: nula, jedno,
alebo nekonine véa rieSeni v zavislosti od konkrétneho rieSenéhdéays, ind moznas
nemdoZze nasta

V suvislosti s rieSenim sustav linearnych rovnimrn#ostava este vysvetlposlednu
vlastnos, ktord sme spominali uz nackatku kapitoly — savis s inverznou maticou. Uk4zali
sme si, Ze ak je maticA regularna, mézeme sustavu linearnych rovnic trip§imocou
inverznej maticeA™. V skutanosti vzdy, ke’ ma slstava linearnych rovnic prave jedno
rieSenie je maticaA regularna. Plati to aj naopak — ak je maticaegularna, sustava ma
jedingné rieSenie. Tvrdenia, Ze matica ma jedno rieSeaieze je re regularna, su

ekvivalentné. HIbSi savis tohto tvrdenia ndm pomdgetli’ nasledovny priklad.
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Priklad 2.11

VyrieSte sustavy linearnych rovnic dané nasledoumgasirenymi maticami systému:
10001 100 0]0 100 0]0 1000
1 10
111
0 0O

O O O

0
0
1

o O O
O L P
O r P
O - O

0|1
0|0
1/0

O r
O L P
O p O
~ O O

0 1
1 1
0 0

O r P
O r O

0
0
1
RieSenie:

RieSme v programe R prvu sustavu rovnic:

A <- matrix(c(2,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1 ,0,0,0,0,
0, 1, 0), nrow=4, byrow=T)
> A

[4] 0 0

>A

Vysledn& matica je v kanonickom tvare, rieSenimvéétor x, = (1, -1, 0, 0). Ak si

pozorne vSimneme zostavajuce rozSirené maticemeidize v kazdej z nich je matic

sutavy rovnaka, liSi sa vzdy len prava stranadZeprevod na kanonicky tvar sa ty
prave matice sustavy, znamena to, ze vo vSetkyebddt pripadoch musime realizov
rovnakeé operacie.

> A <- matrix(c(1,0,0,0,0,1,1,0,0,1,1, 1, 1,0,0,0,
0, 0, 1, 0), nrow=4, byrow=T)

> Al2,] <- A[2,]-A[1]

>A[3,] <- A[3,]-AlL,]

> A[3,] <- A[3,]-A[2,]
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>A

(.11 [2] [,3] [.4] [,5]
1] 1 0 0 0 O
2] 0 1 0 0 1
3] 0 0 1 0 -1
[4] 0 0 0 1 O

V pripade tretej sustavy:

> A <- matrix(c(1,0,0,0,0,1,1,0,0,0, 1, 1, 1,0,1,0,
0, 0, 1, 0), nrow=4, byrow=T)

> Al2,] <- A[2,]-A[1]

> A[3,] <- A[3,]-A[1)]

> A[3,] <- A[3,]-A[2,]

> A

V pripade Stvrtej sustavy:

> A <- matrix(c(1,0,0,0,0,1,1,0,0,0, 1, 1, 1,0,0,0,
0,0, 1, 1), nrow=4, byrow=T)
> A[2,] <- A[2,]-A[1)]
> A[3,] <- A[3,]-A[1)]
> A[3,] <- A[3,]-A[2,]
>A
L1 [2] [3] [4][,5

]

0
0
1
0

R OOoOOoO—

]

0
0
0
1

RieSenim sustav linearnych rovnic st vektory (1, -1, 0, 0), xo = (0, 1, -1, 0), x3 = (0,
0,1,0)axs= (0, 0, 0, 1).

Z prikladu je vidi€, Ze v pripade, ak by sme rieSili ni€ko sustav linearnych rovnic,

ktoré maju rovnakl maticu sustavy, aliSia sa lesvymi stranami, ich rieSenie je len

opakovanim toho istého postupu — prevodu matic&amonicky tvar. V predchadzajucom

priklade sa vo vSetkych Styroch pripadoch opakavasiledovné kroky: odg@anie prvého

riadku od druhého, odpaanie prvého riadku od tretieho a odfianie druhého riadku od

tretieho. Je zjavne neefektivne opakbten isty vypdet pre kazdd pravu stranu samostatne.
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V pripade, ak by sme potrebovali rigSie N sustav rovnic liSiacich sa len vektorom pravych

stran:
AX]_:bl AXo :bz AXs:bs
potom modifikujeme rozSirenu maticu sustavy, a $&pe ju v tvare:
a:Ll a:LZ a:I..n bll biLZ Q.s
(Albb,...b,) = af'l %2z a2 bf'l bf'z bf's
am,l am,Z am,n bm,l bm,2 b

ms

(2.23)

(2.24)

Namiesto toho, aby sme za maticu ststawyapisali dpcovy vektor pravej stranly;

tam pridame v3etkyck sipcovych vektorov pravych stran. Ak tito maticu @@ieme na

kanonicky tvar, dostaneme na pravej strandpcsth riesenia vietkych rovnic. Je tomu tak

preto, lebo Upravy, ktorymi maticu prevadzame naokécky tvar vObec nezavisia od

vektorovby, by, ..., big, ale len od matice sustawy

Priklad 2.12

nasledovnymi rozSirenymi maticami systému:

Postupom popisanym v predchadzajicom odseku vyeissistavy linearnych rovnic dané

10001 100 0|0 10 00|0 100 0|0
1 100(0 11001 1 100(0 1 100(0
1 110(0 1110(0 11101 1 110(0
0 00 1|0 0 00 1|0 0 00 1|0 0 00 1|1
RieSenie:
Najprv vytvorime navrhovanu modifikovanu rozSirenaticu systému:
10002000
11000100
11100010
000 1000 1
Jej rieSenim v R dostavame:
>A <- matrix(c(1, 0,0,0,1,0,0,0, 1, 1,0, 0, 0,1,0,0,
1,1,1,0,0,0,2,0,0,0,0,1,0,0,0, 1), nr ow=4,
byrow=T)
>A
[.11[.2]1 [.3] [4] [.5] [.6] [.7] [.8]
1] 21 0 0 0O12 0 O O
2] 1. 1. 0 0 01 0 O
3] 1 1 1. 0 0 0 1 O
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[4] 0 0 0 1 0 0 0 1
> A[2,] <- Al2,] - A[1,]
> A[3,] <- Al3,] - A[1,]
> A

(.11 [2] [,3] [.4] [.5] [.6] [.7] [.8]
1] 1 0 0 0 1 0 0 O
2] 0 1 0 0 -1 1 0 O
3] 0 1 1 0-1 0 1 0
[4] 0 0 0 1 0 0 0 1
> A[3,] <- Al3,] - A[2,]
>A

11 [2] [,3] [.4] [.5] [.6] [.7] [.8]
1] 1 0 0 0 1 0 0 O
2] 0 1 0 0 -1 1 0 O
3] 0 01 0 0-1 1 0
[4] 0 0 01 0 0 0 1

RieSenim sustav linearnych rovnic st vektory X1, —1, 0, 0), x, = (0, 1, -1, 0), x3 = (0,
0,1, 0f ax = (0, 0, 0, 1. Dostavame rovnaky vysledok ako v predchéadzaj(pdkiade,
tentoraz sme vSak vysledky ziskali pre vSetky &yistavy naraz.

V priklade sme z pévodného systému rovnic:
AXy = bl AXo = b2 v. AXg= bs (225)

modifikovali rozSirenu maticu sustavy a previedlnja ekvivalentny tvar:

1000/1000 (1000] 1 000
1100/0100/ |0100/-1 100

Alb.b,..b.)= ~ .

(ATbib, s)11100010 00100—110(226)
0001000 1 000 1| 0 00 1

VSimnime si, Ze vektory pravych stran boli v pévodnzadani tlohy volené tak, Ze
vytvarali jednotkovi maticu. RozSirena matica m&az@o vyrieSeni rovnic jednotkovu
maticu nal’avej strane (kéze je v kanonickom tvare) a na pravej strane n&eni@ systému.

Ak si spojime predchadzajlice dva’aly, tak vidime, Ze pre, = (1, =1, 0, 0), x, =
(0,1, -1, 0) x3=(0, 0, 1, 0)axs = (0, 0, 0, 1) musi plati:

1 0 0 0

Ax; = 0 AX, = ! AX; = 0 AX, = 0 (2.27)
0 0 1 0
0 0 0 1

Ak teda vytvorime maticu z vektorov pre, X,, Xs a X tak, Ze budu tvofi stipce

maticeB:
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-

=
O p» O O
- O O O

B = (X{,X,,X3,X,) = .
(X1, X2, X3,X4) 0 -1 (2.28)
0O O
potom bude plafi
1 0 0 O 1 000
AB = A(x xxx)—A"1 1 o 0 10100, 2.29
phzmena 0 -1 1 0| |00 10| * (2.29)
0O 0 0 1 0 00 1

KedZe v siine AB dostavame jednotkovd maticu, musi plate:
B=A" (2.30)
Nasli sme teda inverzni maticu k matidi. Vo vSeobecnosti je tento postup
pouzitd’ny na vypdet inverznej matice — k Stvorcovej matkj ku ktorej Wadame inverznu
maticu, doplnime maticou pravych stran, ktord& méobo jednotkovej matice rovnakého
radu, ako maA. Ekvivalentnymi Upravami prevedieme rozSirend matsystému na
kanonicky tvar, a ak ziskame jediné rieSenie, revegjrstrane rozsSirenej matice ziskame

maticu, ktora je inverzna k.

Priklad 2.13
Najdime inverznu maticu k matici:
1 31
A=1 1 2
2 3 4

RieSenie:
Najprv vytvorime rozSirent maticu sustavy. V skatsti by sme mali rieSitri sustavy,
kde by pravé strany tvorili jednotlivéigtové vektory jednotkovej matidg. Urobime to

ale rychlejSie, ak namiesto vektora pravych st@sadime rovno maticy.

> A <- matrix(c(1, 3,1,1,0,0,1,1,2,0,1,0, 2,3,4,0,
0, 1), nrow=3, byrow=TRUE)
> A
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Dalej pripa&titame minus jeden nasobok prvého riadku k druhéaka aj minus
dvojnéasobok prvého k tretiemu riadku.

> Al2)] <- A2, ]A[L]
> A[3,] <- A[3,]-2*A[1,]
> A

(11 [2] [,3] [.4] [.5] [.6
1] 1 3
2] O
3] O

]
1
2 1 -
3 2

Druhy riadok vynasobiméslom (-2)*, aby bol vedici riadok rovny jedne;j.

> Al2)] < -A2,]/2
> A[2,] <- -A[2,]/2
> A

[11[.2] [,3] [4] [.5] [.6]
[1] 1 3101000 O
[2] 0 1-0505-05 0
[3] 0 -320-2000 1

V dalSom kroku odpg&itame trojndsobok druhého riadku od prvého, a pripme
trojnasobok druhého riadku k tretiemu (postupujeBaissovou — Jordanovou metoo

a nulujeme rovno aj riadky nad veducim prvkom).

> A[1] <- A[L,]-3*A[2,]
> A[3,] <- A[3,]+3*A[2,]
>A

(1] [,2] [.3] [.4] [.5] [.6]
[1] 1 025-05 15 0
[2] 0 1-0505-05 0
[3] 0 005-05-15 1

Treti riadok vynasobime dvomi:

> A[3,] <- 2*A[3,]
> A

[.11[2] [.3] [4] [.5] [.6]
[1] 1 025-0515 O
2] 0 1-0505-05 O
3] 0 010-1.0-30 2

K druhému riadku priptitame pol nasobok tretieho a od prvému riadku ¢ilame dva
a pol nasobok tretieho riadku.
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> A[2,] <- A[2,]+0.5*A[3]
> A[L,] <- A[1,]-2.5*A[3]
> A

Vidime, Ze rozSirena matica je v kanonickom tvanerznou maticou k maticA je

matica:
2 9 -5
0O -2 1
-1 -3 2

Uvedenu skuttnog” moézeme aj ovefi

> A <- matrix(c(1, 3,1, 1, 1, 2, 2, 3, 4), nrow=
> A

[1][2] [.3]
1] 1 3 1
2] 1 1 2
8] 2 3 4
> D <- matrix(c(2, 9, -5, 0, -2, 1, -1, -3, 2), nro w=3, byrow=T)
>D

[1][.2] [.3]
1] 2 9 -
2] 0 -2
8] -1 -3
> A %*% D

w

byrow=T)

KedZe s@inom danych matic dostavame jednotkovu matig;iskut@ne ide o navzajo

inverzné matice.

Na zaklade tychto poznatkov je mozné definitivnechmpt’ savislos medzi
inverznou maticou a rieSenim sustavy linearnychnimvNa zaiatku podkapitoly sme si
ukazali, Ze prirodzenym spbsobom, ako by bolo ma&m&ova o rieSeni systému linearnych
rovnic je vyrazx = A™*b. Problémom bolo jednak to, Ze nie vZdy existuje immé maticad ™,
no sitasne sme dopodianepoznali spdsob, ako inverzni maticu Wi (poznali sme
prikaz v R, ale nepovedali sme si ako funguje).zBldade poznatkov z tejto kapitoly vieme
1) kedy existuje rieSenie sustavy linearnych ro\@ji&a’ko rieSeni sustava moéze ta) ako
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ju vyriest, resp. ukazg ze je nerieSiima. Poki#i by existovalo jediné rieSenie sustavy,
potom je mozné vyugivztahx = A™'b, no na vypeet inverznej maticd ™™ musime vykoné

tie isté operacie, ako na rieSenie sustAxy= b Gaussovou, resp. Gaussovou — Jordanovou
metodou. Aj z tohto dévodu sa v R vyt sustavy linearnych rovnic a vyeb inverznej
matice realizuje tym istym prikazosolve() - vypaiet je v oboch pripadoch vlastne
rovnaky.

Z tohto poltadu neprinaSa vyget inverznej matice pri vymte rieSenia sustavy
linearnych rovnic vika vyhodu — skér naopak, ak sa zahrnd do Uvahy rajtéu
charakteristiky numerickej stability vysledkov pmpocitatovom spracovani. \&ina
programov preto rieSi ststavy rovnic inak ako ceelizn( maticu.

Na zaver tejto podkapitoly si ukazeme eSte jednudnuog, ako nazemana inverznu
maticu. Tento pofad sa hodi WalSom vyklade, ak by sme rieSili gité linearne
transformécie.

V predchadzajlucejcasti sme si definovali elementarne (riadkovo) ellentné
apravy, ktorymi boli:

* vymena dvoch riadkov rozSirenej matice sustavy,

* vynasobenie ktoréhokeek riadku rozSirenej matice sustavy nenulowiisiom
a € R\{0},

* preac€ R, pripcaiitaniea-nasobku jedného riadku matice k inému riadku.

Pre kazdu ztychto ekvivalentnych Oprav méZeme ndef’ tzv. transformenu
maticu. Namiesto toho, aby sme realizovali ekviraié Upravu, mdéZzeme vhodnym
spésobom prenasalskimanu maticu transfor@@ou, a vysledok bude rovnaky.

Transform&nd maticu T;;, pomocou ktorej dosiahneme vymenu riadkicaj (i,

j € N), dostaneme z jednotkovej matigevymenou jej-tého g-tého riadku.

Priklad 2.14
Zostrojme maticu transformacie pre vymenu prvélretieho riadku v matici:
100 0|1
|1 100]|0
|11 10]0
0 00 1|0

RieSenie:Vychadzad budeme z jednotkovej mati¢g Jednotkova a transforgraa matica
vyzeraju nasledovne:
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o O » O
o B O O
m O O O
o r»r O O
o O +» O
o O O B
m O O O

Prenasobme maticoly 3 maticuA zlava:

>A <- matrix(c(1,0,0,0,1,1,1,0,0,0, 1, 1, 1,0,0,0,
0, 0, 1, 0), nrow=4, byrow=T)
> A
L1021 [3] [4] [.5
1] 1 0
2] 1 1
B] 1 1
4] 0 0 0 1 O
> T13 <- matrix(c(0, 0,1,0,0,1,0,0, 1,0, 0, 0,0,0,0,
1), nrow=4, byrow=T)
>T13

1[4] [.3]
0 0 1
0 00
1 00

Vidime, Ze naozaj doslo k vymene prvého a tretiduiku.

Transformand maticuT;", pomocou ktorej vynasobimiety riadok { € N) ¢islom

m € R, dostaneme z jednotkovej matigenahradenini-tého diagonalneho prvkiislomm.

Priklad 2.15
Zostrojme maticu transformacie, ak chceme vyndstibiom 8 treti riadok matice:
100 0|1
|1 100/|0
|11 10]0
0 00 1|0

RieSenie:Vychadzad budeme z jednotkovej mati¢g Jednotkova a transforgraa matica

vyzeraju nasledovne:
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m O O O

Prenasobme maticoig® maticuA zlava:

>A <- matrix(c(1,0,0,0,1,1,1,0,0,0, 1, 1, 1,0,0,0,
0, 0, 1, 0), nrow=4, byrow=T)
> A
L1021 [3] [4] [.5
[1] 1
[2] 1
8] 1
[4] O
> T3_8 <- matrix(c(1,0,0,0,0,1,0,0,0, 0, 8, 0,0,0,0,
1), nrow=4, byrow=T)

1[4] [.3]
0 0 01
1000
1100
0 010

Transform&nd maticuT;;", pomocou ktorej pripgtame ki-tému riadkum-nasobok-
tého riadku ii j € N, me R), dostaneme z jednotkovej maticenahradenim prvku itom

riadku aj-tom stpci ¢islomm.

Priklad 2.16
Zostrojme maticu transforméacie, ak chceme k prvémadku prip@ita’ Stvornasobok
tretieho riadku matice:

I R
R = O
r O O
o O O

1
0
0
0 00 1|0
RieSenie:Vychadzad budeme z jednotkovej mati¢g Jednotkova a transforgraa matica

vyzeraju nasledovne:

73



o O » O
o r O O
= O O O
o O +» O
S O b
= O O O

Prenasobme matico'[;l,g"' maticuA zl'ava:

>A <- matrix(c(1,0,0,0,1,1,1,0,0,0, 1, 1, 1,0,0,0,
0, 0, 1, 0), nrow=4, byrow=T)
> A
L1021 [3] [4] [.5
1] 1 0
2] 1 1
B] 1 1
4] 0 0 0 1 O
>T13_4 <- matrix(c(1, 0,4,0,0,1,0,0,0,0, 1 ,0,0,0,0,
1), nrow=4, byrow=T)

]

0
0
1

> T13_4 %*%
[1][2
[1] 5
2] 1
3] 1
0

]
4
1
1
[4.] 0

VSetky uvedené transformacie je mozné aj skladapriklad je mozné prenasobi
maticu Zava maticouT, 1> a T2, v ddsledkusoho v matici od druhého riadku odfiame

pa’nasobok prveho, a od tretieho riadku dvojnasole&hm.

Priklad 2.17
Vynésobte Pava v tomto poradi maticafib 1> aT312 maticuA danu:
1 000
5100
A =
2 010
0 001
RieSenie:
> A <- matrix(c(1,0,0,0,5,1,0,0, 2,0, 1, 0,0,0,0,

1), nrow=4, byrow=T)
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L1021 [.3] 4]

1] 1 0 0 O

2] 5 1 0 O

B] 2 0 1 0

4] 0 0 0 1

>T21__ 5 <- matrix(c(1, 0,0, 0,-5,1, 0,0, 0, O, 1,0,0,0,
0, 1), nrow=4, byrow=T)

>T21 5

(1] [2] [3] [4]
1] 1 0 0 O
2] 5 1 0 O
3] 0 0 1 O
[4] 0 0 0 1

>T31 2 <- matrix(c(,0,0,0,0,1,0,0,-2,0, 1,0,0,0,
0, 1), nrow=4, byrow=T)

>T31 2
[,11 [,2] [,3] [4]

1] 1 0 0 O

2] 0 1 0 O

3] 2 0 1 O

4] 0 0O 0 1

>T31 2 %*% (T21__5 %*% A)
(1] [,2] [.3] [4]

1] 1 0 0 O

2] 0 1 0 O

3] 0 0 1 O

4] 0 0O 0 1

Z predchadzajuceho prikladu vyplyva, Ze jednak m@é&ansformacie kombinotia
no aj to, Ze je treba d@ozor na poradie, v ktorom ich realizujeme.

Zaroveh je vSak vidi€, Zze pozadovanou sériou operacii sme dostali j&duat
maticu. Upravy, ktoré sme realizovali, prevadzafpitiouA na jednotkovu. Dostali sme teda:

T21° (T31%A) =1, (2.31)
Vd’aka asociativnosti nasobenia mdfid 6)je ale tato rovnica identicka s rovnicou:
(T2 Tsi?) A =1, (2.32)

Ak ozn&ime:
B=Ty>Tss? (2.33)

Tak mame:
BA =1, (2.34)

To ale znamen4, &, a teda aj stin T,1° T3 12 predstavuji inverznl maticuA

B=Ty° T3 =A" (2.35)
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Inverznu maticu k matich teda mézeme chapayj tak, Ze predstavuje &a vSetkych

transformé&nych matic, ktoré pomocou ekvivalentnych Gprav dfarmuji maticuA na

jednotkovu maticu.

Priklad 2.18

prikladu.
RieSenie:
Z predchéadzajuceho prikladu mame:

Overme platnastvrdenia o interpretacii inverznej matice na matib z predchadzajucel

0, 1), nrow=4, byrow=T)
>B<-T21_ 5%*% T31_ 2
>B

1 000 1 0 0 O 1 0 0 O
5100 = |-5 1 0 O > 0 1 0 O
A = T21 = T31 -
2010 ‘ 0O O 1 0 ’ -2 0 1 O
0 001 0O 0 O 1 O O O 1
Odtid’:
> A <- matrix(c(1, 0,0,0,5,1,0,0, 2,0, 1, 0, 0,0,0,1),
nrow=4, byrow=T)
>T21_ 5 <- matrix(c(1, 0, 0,0, -5,1,0,0,0, 0, 1,0,0,0,
0, 1), nrow=4, byrow=T)
>T31 2 <- matrix(c(1,0,0,0,0,1,0,0,-2,0, 1,0,0,0,

2.2 Polia a vektorové priestory

Uz na zakladnej Skole sa kazdy z nas stretol s@uojmedlnych¢isel. Spravidla sa
vyucuje suvislos bodov na realnej osi &slami, a pokréuje sa v ramci aritmetiky so

zakladnymi operaciami géania. S realnyméislami pracujeme tak dlho, Ze si ndm mnohé

0]

ich vlastnosti samozrejmé a pripadaju nam zjavrko Ame vsak videli v predchadzajlce;j

Casti, kde sme zaviedli operdciu nasobenia matie, nda vSetkych objektoch méZzeme
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odovodnene predpoklatiplatnos tvrdeni podobnych realnytiislam (nardZzame tu hlavne na
to, Ze nasobenie matic nie je komutativne)ngae preto tym, Ze zopakujeme niektoré
vlastnosti Struktary nazyvanej pole, ktorym su edlne ¢isla. Nasledne uvedieme pojem
vektorového priestoru, tedacitej Struktary, ktora je mozné vytvariza pomoci vektorov,
definovanych v predchadzajucej kapitole.

Ak by sme chceli definotapole, potrebujeme ktomu niekRko objektov. Pdjde
0 mnozinu, na ktorej prvkoch budd definované dverépie, nazyvané&ganie a nasobenie
s dvoma Specialnymi prvkami — nulovym a jednotkoygmmkom. Pre jednoduchtsndzeme
pracovd rovno s mnozinolR, aj kel nasledujuce definicie umidju definova ve’'mi vela
réznych, v niektorych pripadochmei neobvyklych poli.

Operécie &tania a nasobenia, ozfwwvané + a - musia B’ nasledovné podmienky:
pre kazdé, b, ¢ € R plati:

atb=b+a (2.36)
at(b+tcg=(@+th+c (2.37)

a+0=a (2.38)
(vaeR)(3deR):a+d=0 (2.39)
a-b=b-a (2.40)

a-(b-9g=(@-b-c (2.41)

l-a=a (2.42)
(vaeR{0})(3deR):a-d=1 (2.43)
a-b+c)=@-b)+@-c) (2.44)

Podmienky(2.36) a (2.40) hovoria o komutativnosticgania a nasobenia.d&éka nim
je pri realnych¢islach jedno, ako vymenimeitance &initele — vysledok to nezmeni. Ako
sme videli v predch&dzajuciatastiach, pri maticiach je podmienka komutativngglnena
pri titani, nie vSak pri nasobeni.

Vztahy (2.37) a (2.41) hovoria o0 asociativnostégania a nasobenia. Ak mamétst’
alebo vynasoliiniekd’ko realnychiisel, je jedno, v akom poradi to urobimeietresp. s€in
zostanu rovnaké. Ako sme poznamenali uz pri maticiad’aka asociativnosti si mézeme
zjednodudi zapis tym, Ze nemusime uvadzaatvorky, vyrazy moZzno ponecha tvare
a+b+c resp.a- b - cPri operacii stinu sa navyS€asto samotny operator vynechava,
a piSeme leabc
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Vztahy (2.38) a (2.42) su o neutralnych prvkoch pre operaciftaia a nasobenia.
Neutrdlnym prvok predtanie je 0 — ak ho prigitame k akémukitvek ¢islu a, dostaneme
op& a. Podobne je tomu tak v pripadisla 1 a nasobenia: Jje stalea.

Vlastnog (2.39) zarwuje existenciu opaného prvku Kubovd’nému¢islu a € R.
Cislod vo vz'ahu sasasto oznéuje aj -a.

Podobne vzah (2.43) definuje existenciu recipéoéhocisla ku kazdému nenulovému
&islua. V tomto pripade sa reciphoé &islo d ozn&uije tieZ 14, aleboa ™. V3imnime si tieZ,
Ze recipréné ¢isla existuju ku kazdémgiislu, okrem neutralneho prvku pre operaditamia
(0).

Posledny v#ah (2.44) vyjadruje distributivnas nasobenia v4ladom na &tanie,
umoziuje ndm ,roznésobt zatvorky. Ak zavedieme konvenciu, Ze v pripad8icta zapisov
ma operacia nasobenia predhpsed operacioutstania, mézeme ho vyjadraj nasledovne

a-b+c)=a-b+a-c (2.45)

Aby sme mohli nejakl mnozinu spolu so zvolenymi rdvaoperaciami a dvoma
neutralnymi prvkami prehl&siza pole, museli by pre vSetky prvky mnoziny platsetky
vySSie uvedené vahy. Ak by sme sa zamiiai nad tym,¢i méze existova aj pole, ktorého
prvkami by boli matice s operaciami, ktoré sme m@fali v predchadzajucejasti, tak uz
teraz vieme, Ze kvOli operacii maticovéh@isi to nebude mozné. K&e tento séin nie je
komutativny, nemohol by platvztah(2.40)

Napriek tomu, Ze nedokadZzeme vytvompole matic, je pole realnyctisel a jeho
vlastnosti Kucové pre definiciu inej, nesmierne dolezitej Strat&vektorového priestoru.

Podobne ako vySSiegktorovym priestorom nad pdom R nazyvame pod ZlatoSa
(2011) mnozinw/, operacie &tania + a skalarneho nasobenia - a vektar\Q) ktory spiia
nizSie uvedené podmienky. Uime eSte, Ze operacid&itania + nie je operaciou medzi
realnymicislami (teda operaciou p@R), ale sdtom dvoch vektorov ¥, ktorej vysledkom
je op& vektor zV. Podobne sfin - nie je stinom redlnychéisel (v R), ale skalarnym
nasobenim vektora: & je definovany medzi realnyrislom zR a vektorom 2/, pricom
vysledok je opévektor zV. Pozor je treba daiez na to, Ze rozliSujeme pojmy skalarnyisu
a nasobenie skalarom — ide orbzne operacie. Foend je zobrazeninVxV—V a - je
zobrazeninRxV—V.

Vo vektorovom priestore platia pre vSetky,z € Vaa,b € R nasledovné \ahy
(Zlatos, 2011):
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X+y+2)=X+y)+z (2.46)

X+y=y+Xx (2.47)

Xx+0=x (2.48)
(vxeV)(3deV):x+d=0 (2.49)
a-(b-x)=(a-b)-x (2.50)

1-x=x (2.51)

a kty)=@-x)+@-y) (2.52)
@+b)-x=@-x)+{b-x) (2.53)

Vztah (2.46) je op& o asociativnosti, podobne ako u realnydbel, vz'ah (2.47)
pozaduje komutativndscitania vektorov(2.48) hovori, Ze0 je neutralny prvok pre operaciu
Sitania, (2.49) zarkuje existenciu opaého vektora,(2.51) hovori o neutralnosti 1
vzhladom na operaciu nasobenia skalarom, a napgB2) a (2.53) nam hovoria
o distributivnosti. V texte podobne ako pri realmyéslach niekedy znak nasobenia skalarom
vynechavame.

Pozastavime sa pri podmienk2.50)} je ve’mi dbélezité si uvedonij Zze aj ke’
symboly pre operacie v ramci vektorového priestailurovnaké ako v pripade ljzoR, ide
0 Uplne rézne veci. Vo vahu (2.50) vystupuju nalavej strane vyrazu dve nasobenia
skalarom (operaci¥): jednak nasobenie - x, jeho vysledkom je vSak op&ektor, takzea -

(b - x) je taktiez nasobenim vektoba: x skalaroma. Naopak na pravej strane mame najprv
obycajné nasobenie R (a - b), ktorého vysledkom potom prenasobujeme v ramsobania
skalarom vektorx. Na pravej strane teda mame jedno nasobéisid a jedno nasobenie
vektora skalarom. Uvedeny priklad zdGmage opatrnog, s akou musime pristupave
¢itaniu podobnych zapisov.

Predchadzajluca pasaz méze p&ddimchu abstraktne (to sme napokon [ajbsli v
avode k tejto kapitole). Ukadzme si preto priklackteeového priestoru, s ktorym budeme
pracovd d’alej. Ak sa vratime k predchadzajucej kapitole,cprali sme v nej s vektormi,
ktoré sme definovali ako usporiadandice realnych¢isel. MnoZinu vSetkych takych-
rozmernych vektorov budeme ozoaa symbolomR". Vektorovy priestor budeme vytvdra
nad pdom realnych cisel R, operécia &tania bude rovnakd ako v predchédzajucich
kapitolach a nasobenie skalarom definujemex@EeR" aa € R nasledovne:

a- X, X,..., %) = (@, ax,..., ax) (2.54)
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Ak dodame, Ze za nulovy vektor budeme pova#Zosektor, ktorého vSetky prvky su
rovné nule \R, teda0 = (0, 0,..., 0) € R", potom mame vsSetko potrebné, aby sme mobhli
definova’ vektorovy priestor. Vlastnos{R.46) az (2.53) nebudeme dokazot/aale ukdZzeme

si ich na priklade (postup pri dékazoch by bol agalky).

Priklad 2.19
Zvolme tri vektoryR®, konkrétnex = (1, 2, 3,4,5)y=(1,2,1,2, 1) a=(1, 0, -1, 2, 1)
ako ajcislaa = 2 ab = 3. UkaZzme vzdy aspiacna jednom priklade platnosztahov(2.46)
az(2.53)
Vztah (2.46):
x+(y+2) = (1, 2, 3,4, 51, 2,1,2, 1)+(1,0,-1, 2, 1F (1, 2, 3, 4,5)+(2,2,0, 4, 2) = (
4,3,8,7)
=(2,4,4,6,6)+ (1,0,-1,2,1YA4, 2,3,4,5+(1,2,1, 2,11, 0, -1, 2, 1) =X
ty)tz
Vztah(2.47)
x+ty=(1,2,3,4,5+(1,2,1,2,1)= (2,4, 4,b561, 2, 1, 2, 1)+(1, 2, 3, 4, 5)y=x
Vztah(2.48)
x+0=(1, 2, 3, 4,5)+(0,0,0,0,0) = (1, 2, 3, } =X
Vztah(2.49)
Prez=(1, 0, -1, 2, 1) existuje = (-1, 0, 1, -2, -1E R> také, 2+ d = (0, 0, 0, 0, 0) 9.
Vztah(2.50)
a-(b-x)=2-(3x)=2-(3, 6, 9, 12, 15) = (6, 12, 18, 24, 30) =3j2(1, 2, 3, 4, 5) =a(b)-x
Vztah(2.51)
1x=1-(1,2,3,4,5) =(1, 2, 3,4, 5x=
Vztah(2.52)
a-x+y) =2((1,2,3,4,5+(1,2,1,2,1F 2:(2,4,4,6,6)= (4,8, 8, 12, 12) =
=(2,4,6,8,10)+(2,4,2,4,2)%12 2, 3,4,5)+2:(1, 2, 1, 2, 1) &X)+(a'y)
Vztah(2.53)
(at+b)-x = (2+3)-(1, 2, 3, 4,5) =5-(1, 2, 3, 4, 5) =18, 15, 20, 35) = (2, 4, 6, 8, 10) + (3,
6,9, 12, 15)
=2-(1, 2, 3,4,5)+3:(1, 2, 3, 475p-x)+(b-Xx)

W
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Podstatnou vlastnésu vektoroveho priestoru je, Ze je uzavretyllaom na operacie
nasobenia vektorov skalarom, ako ajtalvektorov. Znamena to, Ze akitamelubovd’né
dva vektory z toho istého vektorového priestdunikdy sa nembzeme dostanimo tento
vektorovy priestor — vysledkom tychto operacii mugivzdy vektor 2V.

UvaZzujme teraz otom, Ze by sme male N vektorov x;, X, aZ X, vybranych z
vektorového priestord, tvoriacich usporiadang-ticu X=(xy, Xa,..., Xp). Linearnym obalom
X, ktory ozngime [X], nazveme mnoZzinu:

[X] = {auxi+ aXa+ -+ + anXn; @y, @, ..., 3 ER} (2.55)

Ak vyraz a;x; + apxp + -+ + apXp Nazvemdinearnou kombinaciou vektorovx, X, ...,
Xn, potom predstavuje linearny obdl mnozinu vSetkych linearnych kombinécii vektorov,
ktoré X tvoria.

Vektory X sme zvolili tak, Zze patrili do vektorového priesto¥. Zaujimavou
skuta@nog’ou je, ze linearny obalX] bude sam osebe vektorovym priestorom. Najprv si
uvedomme, Ze nulovy vektdr bude uéite patrt’ do [X]. Aby sme tomu uverili, sta si
uvedomt, Ze linearna kombinaciap+ Ox, + --- + Ox, = 0 urcite patri do K].

KedZe [X] obsahuje vSetky mozné linearne kombinacie vektoktoré ho tvoria,
urcite bude uzavrety viladom na operacie & a nasobenia skalarom — mnozixd pola
presne takto vytvoren& o sa tyka vlastnosti pozadovanych od vektorovéliesiaru, teda
vztahov (2.46) az (2.53) kedZe boli vSetky splnené vo vektorom priestdre ktorého
prvkami su aj vektory z X, ako aj K], urcite platia aj vo X]. Tymto je ale mozné
jednoznéne uzavrié, Ze [X] je naozaj vektorovym priestorom. Neznamena t& vigne, Ze
[X] =V, teda Ze linearny obal je totozny s pévodnym wvektpm priestorom — moze tis
0 tzv. podpriestor vektorového priestoru O vektoroch tvoriacictX hovorime, Ze generuju
vektorovy priestorX], a o priestoreX] hovorime, Ze je generovany vektomaj Xa,..., Xn.

Ak existuju vektoryxy, X,..., Xm kde m € N generujlce cely vektorovy priestdf;

potom ho nazyvamikone¢norozmernym.

Priklad 2.20
V predchédzajicom priklade sme si nadihaze R je vektorovym priestorom. UvaZujnje
mnozinuX = ((2, 0, 0, 0, 0), (0, 8, 0, 0,)0)Jlohou je charakterizovdinearny obal X].
RieSenie:
Prvkami linearneho obalu budu vSetky vektory v évar

ai1(2, 0, 0, 0, 0) 4ax(0, 8, 0, 0, 0)
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Skusme si tieto vektory blizSie charakterizveektory, ktoré mézu vznikntiz prvého
vyrazu, teday(2, 0, 0, 0, 0) predstavuju vSetko vektory, ktor&imenulovy prvytlen a
ostatné prvky nulové. Ide teda o vSetky vektoryare @, 0, 0, 0, 0) kdea € R. Podobne
z vyrazuay(0, 8, 0, 0, 0) mb6zu vznikKalen vektory v tvare (Ob, 0, 0, 0) kdeb € R.
V dosledku toho vSetky linedrne kombinacie a;(2, 0, 0, 0, 0) +a,(0, 8, 0, 0, 0) budu
zahnat' vSetky mozné vektory v tvara, (b, 0, 0, 0), kdea,b € R.

Je zrejmé, Ze nulovy vektor bude patrit do linearneho obalu [X] — je to preto, ze pr

v

a=b = 0 dostavame vektd. Dalej je zrejmé, Ze aksgame dva vektory zX], t. j. dva
vektory, ktoré moze nvalen prvé dva prvky nenulove, ichcal mbéze matiez len prve
dva prvky nenulové, ateda bude patdo [X]. To isté bude plafi aj o skalarnych
nasobkoch vektorov 2X]. Pri troche snahy je mozné ukézde pre takéto vektory bugu
platit’ vSetky vZrahy (2.46) az (2.53) Linearny obal X] je teda vektorovym priestorom.
Zarover plati, ze K] je vlastnou podmnoZinolR® [X]cR> kedZe R® je vektorovym

priestorom obsahujacim aj vektory, ktoré nie sukpma [X], napriklad vektor (0, O, 1, 1

1). Line&rny obalX] je preto podpriestorom vektorového priesti®u

2.3 Linearna nezavislost vektorov a baza vektorového priestoru

V predchadzajlcej podkapitole sme si definovaledimu kombinaciu vektorov, ako
vyraz apx; + axXp + -+ + aXn. V tejto podkapitole s pomocou nej definujemiidova
vlastno$ mnoziny vektorov, ktora sa nazyva linearna nezastisJej pochopenie je dolezité
pri rieSeni sustav rovnic, linearnom programovak@ aj v ekonometrii, kde sarw opiera
jeden z predpokladov, bez ktorych nie je moznéawpmodel vobec vypdtat’.

Podobne ako v predchadzajucgjsti vychadzajme m-tice vektorovxi, Xa,..., Xn.

CiX1+ CXo+ -+ Xy =0 (256)
cn) £ 0, ¢isla (0, O, ..., 0) by vzdy

vyhovovali predchadzajucemutighu (iSlo by o tzv. trivialnu linearnu kombinacityas vSak

Je jasné, Ze ak by sme nekladli podmierdsy &

.....

zaujimagi existuje okrem tohto trivialneho rieSenia eStg@ké iné. On-tici vektorov budeme

hovorit, Ze jelinearne nezavisla ak nie je linearne zavisla (a teda, (;, .. c,) = 0 by bolo

jedinym spdsobom, ako by platibgx, + CoXo + +++ + CXn = 0).
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Priklad 2.21
O vektorocha = (1, 2, 6, 8)b = (2, 0, 1, 3) & = (8, 4, 15, 25) rozhodnit&j su linearne
zavisleé.
RieSenie:
Tato uloha je trochu nefér, pretoZze Uplny algorgmumoiujuci posudi linearnu
nezavislo8 mnoziny vektorom sme si eSte neukazali. Naprigkutssa vSak mézeme
presvedit, Ze:
—&-P+c=-2(1,2,6,8) —3(20,1,3)+ (8, 4, 15, 25)

2(—4, 12, —16) + (-6, 0, =3, =9) + (8, 4, 15, 25)

8(—4, —15, —25) + (8, 4, 15, 250=
Z toho vyplyva, Ze prec{, ¢, ¢3) = (-2, =3, 1) je podmienka splnend, a teda vgkdob

ac su linearne zavislé.

Ekvivalentnym, a moZzno trochu nazornejSim spdsobakny je mozné hovatii
o linearnej zavislosti vektorov je tento: vektory Ismearne zavislé, ak je mozné jeden z nich
vyjadrit’ ako linearnu kombinaciu ostatnych.

Platnog predchadzajuceho tvrdenia si mézeme ukgmamerne jednoducho. Ak by
vektoryxi, Xa,..., X» boli linearne zavislé, potom existuju takiélacy, ¢, .. c, € R sdnajlce
podmienku(2.56) Ze nie vSetky z nich su nulové. Bez ujmy na véeabsti predpokladajme,

Ze nenuloveé je,. Potom ale zo wahu(2.56)dostavame:

CiX1+ CoXo+ -+ + CXn =0 (2.57)
C1X1 + CoXo+ =+ + Cr1Xn1 = —CnXn (2.58)
(=C1Cn X1 + (oG )Xo + -+ + (=CnaCn )Xna = Xn (2.59)

Z tejto avahy je zrejmé, Ze ak su vektory lineamadwislé (2.57) potom dokazeme
jeden z vektorov vyjadfi ako linearnu kombinaciu ostatnyctn je vidig’ nalavej strane
(2.59) Ked'Ze obidva v#£ahy su ekvivalentné, plati to aj naopak — ak jefed vektorov

mozné vyjadti ako linearnu kombinaciu ostatnych, potom su line&avislé.

Priklad 2.22

Pri vektorocha = (1, 2, 6, 8),b =(2, 0, 1, 3) & = (8, 4, 15, 25) sme sa presviicd Ze su
linearne zavislé. Vyjadrime teraz vektor c a a ik@arnu kombinaciu ostatnych
RieSenie:

V minulom priklade sme sa presvéq ze plati:
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-2a-3P+c=0
Odtia’ teda dostavame:
c=2a+3
a=2%c-3)
Platnog vztahov overme:
2a+3=2(1,2,6,8) +3(2,0,1,3)=(2,4, 12, 166+0, 3,9) = (8, 4, 15, 25)&
2 (c-3) =2"((8, 4, 15, 25) - 3(2, 0, 1, BF 2" ((8, 4, 15, 25) — (6, 0, 3, P¥ 2* (2, 4,
12,16) =(1,2,6,8) a

Linearne nezavislé vektory maju v linearnej algebetmi vel’ky vyznam, pretoze
umoziuju definova tzv. bdzu vektorového priestoru.

Ak je V kone&norozmerny vektorovy priestor &/ Xo,..., Xp) je usporiadanan-tica
linearne nezavislych vektorov, ktoré ho generutopm hovorime, Ze tieto vektory tvoria
bdzu vektorového priestoruV aV mé rozmer dimenziu) rovnu n. Rozmer vektorového
priestoru oznéujeme dimy).

V predchadzajucom tvrdeni je dblezite, Ze vektorysim by linearne nezavislé.
NavySe musia generovaely vektorovy priestoY, takZzel'ubovd’ny vektory € V sa musi d&
vyjadrit ako linearna kombinacia vektorax, Xa,..., Xn. Ak sU vSetky tieto podmienky
splnené, potom et vektorovxy, X», ...,X, urcujeme dimenziu vektorového prieston).(

Plati, Ze kazdy vektorovy priestor ma asgednu bazu a kazda baza toho istého
vektorového priestoru ma rovnakyded prvkov. Nembze sa nam pretot'stae by sme mali
problém so stanovenim dimenzie vektorového priastokazda jeho baza nam da tu istu

odpovef.

Priklad 2.23
Overte,¢i vektory e, = (1, 0, 0),e;= (0, 1, 0) aez = (0, O, 1) tvoria bazu vektorového
priestoruR®.
RieSenie:
Je zrejmé, Ze su linearne nezavislélzeeziaden z nich nie je mozné vyjadako linearnu
kombinaciu ostatnych. Overme si to napriklad taksa pokusime vyjadtisi vektore; ako
linedarnu kombinaciu ostatnycliubovd’na linearna kombinacia vektoray a e; je dana
vyrazom:

e + a6
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preay, as € R. VSetky tieto linearne kombinacie budu vyaenasledovne:

a6z +agey = a(0, 1, Oy ag(0, 0, 1) = (Oa, &)
V zZiadnom pripade teda nemoézeme vyjadektore; = (1, 0, 0) ako vektor (Cgp, ag),
kedZe prva zlozka vektora je vzdy r6zna. Podobne sardamentové aj v pripade
ostatnych vektorov, takze Ziaden z nich sa ned&advij ako linearna kombinacia
ostatnych¢o ale znamend@, Ze sU naozaj linearne nezavislé.
Vektory e,,e; a e; zarovei generuju cely vektorovy priestd®. Ak by tomu tak bolo
potom 'ubovd’ny vektor X = K, X, X3) by sa mal danapisd ako lineadrna kombinacia
vektorovey,e; aes. IchTubovd’na linearna kombinacia sa da napisavare:

1€ +axe; +ages = au(1, 0, 0)+ap(0, 1, O} as(0, 0, 1) = &y, @, &)
Odtia’ vidime, Ze ak zvolima; = X1, a8, = X aag= X3, potom naozaj:
X =16 taxe; + azes

Kazdy vektorx je mozné vyjadti ako linearnu kombinaciu vektorosi,e; a e;. Tieto
vektory preto generuji vektorovy priesiréo mézeme zapigako|[ (e, )] = V.
V dbsledku splnenia vSetkych podmienok mézeme lkbod’, Ze vektorye;,e; a e;tvoria

bazu vektorového priestof®®. PriestorR®> ma rozmer, resp. dimenziu rovnu 3.

Baza vektorového priestoR" zlozena z vektoroe; = (1, O, ..., 0),&.= (0, 1, ..., 0),
..., &=(0, 0, ..., 1) sa nazyvkanonicka baza vektorového priestorR". V skuta@nosti
moze mé& vektorovy priestor nekokae véa rdoznych baz. Baza vektorového priestoru nie je
nutne jedind. Ak ma vektorovy priest® dimenziu n, potom 'ubovd’nych n linearne
nezavislych vektorov patriacich dbtvori bazuv. Bazanie je uréena jednoznne.

Priklad 2.24
Overte,¢i vektorya; = (1, 1, 0),a,= (0, 1, 1),a3= (0, 0, 1) aa, = (0, 1, 0) tvoria bazu
vektorového priestorik®.
RieSenie:

Ako prvé si uvedomme, Ze sme v predchadzajucontepiekuz videli vektory, ktoré tvorili
bazu vektorového priesto®® boli to vektory tvoriace jeho kanonick( bazu. @fiale
vieme, Ze tento vektorovy priestor ma rozmer 3dikajeho baza bude pozostéwatroch
vektorov. Kel'ze mame ovefij i vektorya,, a, as aas tvoria bazuR®, odpove’ je aj bez

blizSieho skimanie jednozérdé: nie. Ke'ze ide o Styri vektory v trojrozmernom priestore,
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bazu tvo nemézu. Podobne by sme mohli zamiétriurdenie, Ze ktoréHwek dva

vektory tvoria bazR® v tomto vektorovom priestore musia bazu tégmiave tri vektory.

Priklad 2.25
Overte, ¢i vektory x; = (1, 1, 0),x2 = (0, 1, 1) axz = (0, 0, 1) tvoria bazu vektorovér
priestoruR®.
RieSenie: Vieme, 7e kaZda baza vektorového priest®&tje zloZena z prave troc
vektorov. Kel'Zze skumame tri vektory, tato podmienka je splneha. vSak eSte
nepostauje na to, aby sme vedeli vektotry, X, X3 prehlast’ za bazu.
Postupové by sme mohli dvojako. Uk&dZzeme, Ze tieto tri vektead linearne nezavislé,
ukaZeme, z8ubovd’né ye R® je mozné vyjadti ako linearnu kombinacixy, X, Xa.
V tomto konkrétnom pripade JahSie ukazaprva vlastnos, a to sporom. Predpokladajn
na chvfu, Ze vektoryxi, Xz, X3 SU linearne zavislé. Potom je mozné tdjslaay, az € R
tak, Ze jeden z vektorov je mozné vyjadako linearnu kombinaciu ostatnych. Poklasme
preto vyjadn’ prvy vektor ako linearnu kombinaciu druhého ai¢tetd vektora. Kazda ic
linearna kombinacia bude v tvare:
aXz +agx3 = a(0,1,1) +a3 (0,0,1) = (O, axt+ &)
Ked’Ze ma existoualinearna kombinacia, ktora sa rovna vekteruma plati’:
apXp + azX3z = X1
teda:
0,2, &+a) =(1,1,0)
¢o nemoéze by splnené pre Ziadre, az € R (vSimnime si prvé zlozky vektorov, ktoré
nemdzu rovng). Dostavame teda spor, a pévodné tvrdenie, Zemekt, X,, X3SU linearne
zavislé je nepravdivé. UkaZme eSte labovdnéy = (y1, Vs, ¥s) € R® je mozné vyjadti
ako linearnu kombin&ci, Xo, X3.
Preskimajme linearnu kombinaciu:
yiX1 + (2= y)X2 + (Y3 —Y2 + Y1)X3
Dostavame:
YiXa + (2= Y1) X2 + (Y3 — Y2 + Y1)X3
31(1, 1, 0) + ¥2—y1)(0, 1, 1) + Y5 —y> + y1)(0, O, 1)
=Y, Y1, 0) + (0,y2 = Y1, Y2—y1) + (0, 0,y3 =2 + Y1)

(0]

a

—

e

> Sa
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=Y Yt Y2 —Y1, Y2— Y1) + (0, 0,y3—y2 + Y1)

=Y Yo Yo —y1) + (0, 0,3 —Y2 + ¥1)

=W Yo Yo —Yit Yz — Y2 + y1)

=Y, Y2, Y3)
Z toho ale vyplyva, Z8ubovd'ny vektory = (y1, Y2, y5) € R*mdZeme vyjadti ako linearnu
kombinaciuyix; + (Vo Yi)X2 + (Y3 - Y2 + y1)X3 vektorovxy, Xo, Xs. Linearny obal tychtc
vektorov bude zatiat’ cely vektorovy priestolR®. Ked’ze st splnené vsetky podmienky

definicie, vektorys, Xp, X3 tvoria bazu vektorového priestoRy.

V skutainosti je mozné ukarzaze obidve pozadované vlastnosti su ekvivaleraké:
mame wn-rozmernom vektorovom priesto¥en linearne nezavislych vektorov, buda tvoaij
jeho bazu, ateda akykeek vektor 2V je mozné vyjadti ako ich kombinaciu. Naopak, ak
plati [(X1, X2, ..., Xn)] =V a dim{) = n, potom s vektoryi, X, ..., Xn linedrne nezavislé

a tvoria bazuw.

2.4 Hodnost matice

V casti 1.3.4 sme sa zaoberali pojmom inverznej maticgasti 2.1 sme zase
poukazali na veah, ktory existuje medzi rieSenim sustavy lineamyavnic a inverznymi
maticami. Vysvetlili sme, Ze inverzna matica eXstien k Stvorcovym maticiam, a aj to len
k niektorym — takzvanym regularnym maticiam.casti o rieSeni linearnych rovnic sme si
ukazali aj spdsob, ako je mozné ajs/erzna maticu k regularnej Stvorcovej matici.

V skutanosti regularnas matice suvisi aj s koncepciou, ktoru sme si ukéazal
v predchadzajucejasti — s linearnymi kombinéciami vektorov.

UvaZujme napriklad o matici:

1 011

2 11 2
A=

1 001

0110

Ozna&me jej riadkové vektory = (1, 0, 1, 1),a = (2, 1, 1, 2),as. = (1, O, O, 1),
as.= (0, 1, 1, 0) a §pcové vektorya, = (1, 2, 1, 0%, &= (0, 1, 0, 1Y, as= (1, 1, 0, 1Y, as = (1,
2,1, 0.
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Ak by sme v programe R skusili vygitet’ inverznd maticu b, dostali by sme tento

vysledok:

> A <- matrix(c(1,0,1,1,2,1,1,2,1,0,0, 1, 0,1,1,0),
nrow=4, byrow=T)
> A

4] 0 1
> solve(A)
Error in solve.default(A) :

Lapack routine dgesv: system is exactly singular

Zistujeme, Ze maticA je singularna, a teda k nej neexistuje inverznicmaSkusme
sa ale pozrigna riadkové vektorg, a, as aay z Wadiska linearnej nezavislosti, definovanej
v predchadzajucej podkapitole.

Zrejme plati:

p=2-a3tay (2.60)
2,1,1,2)=2-(1,0,0,1)+(0,1,1,0) (2.61)

Riadkové vektory maticeA su linearne zavislé. Vynechajme teda vekéor a
preskimajmel’alej zostavajuce riadkoveé vektory. Je zrejmeé, ¥ektorova; a az nembézeme
vo forme linearnej kombinacie dostaektora,. Ak by tomu tak malo ki potom by malo pre
nejakéb,, bs € R platit”

a;=(0,1,1,0) (1, 0,1, 1) #s(1, 0, 0, 1) =na; + bsas (2.62)

Ak porovname druhé zlozky vektorov, vidime, Ze loé¥adu na vibu by, b; € R
nikdy nemdzZzeme najstaku linearnu kombinaciu vektoras a ag, ktora by bola rovna,.
Zarovehr vidime, Ze vektol; nie je nasobkom vektora;. Vektory a;, az a a4 su linearne
nezavislé.

Maximalny p@et linedrne nezavislych riadkov v matici na nazgrmakova hodnos’
matice. Matica A z naSho prikladu ma riadkova hodtidd pretoZe obsahuje tri riadkové
vektory, ktoré su linearne nezavislé.

Skisme analogicku Gvahu realizéva na sipcovych vektoroch matic&. Na prvy
poltad vidime, Ze prvy a Stvrty iptovy vektor maticeA su identické & aas), v dalsej
Uvahe pracujme preto len s prvymi tromipsbvymi vektormi. Podobne ako pri riadkovych

vektoroch, kvoli tretim zlozkam vektorov nie je mézvyjadri’ vektor a; ako linearnu
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kombinaciu vektorova, a az. Vektora, nie je nasobkom vektorag, takze v maticiA vieme
najg” maximalne tri linearne nezavisldgste.

Maximalny paet linearne nezavislychiptov v matici na nazyvatipcova hodnos
matice. MaticaA z nasho prikladu maiptova hodnas3.

Da sa dokaza Ze vysledok, ktory sme ziskali, konkrétne, Zelkava a dpcova
hodnos matice je rovnaka, nie je nahodny, ale plati psetky matice. Z tohto dévodu
maximalny pdet linearne nezavislych iptov, ako aj riadkov v maticiA nazyvame
hodnog’ou matice A a ozng&ujeme juh(A).

Jednym z dbsledkov predchadzajuceho tvrdenia jeakkaname vo vSeobecnosti
maticu rozmerumxn, potomh(A) < min(m, n).

Pomocou hodnosti matice je mozn&itir kedy k Stvorcovej matici rozmeraxn
existuje inverzna matica. Je tomu tak vtedy, aki;pla

h(A) =n (2.63)
Nasledovné Styri tvrdenia tykajuce sa StvorcoveijieraA su ekvivalentné:
* MaticaA je regularna.
* Hodnog maticeA jen.
+ K matici A existuje inverzna matica™.

* Ak je A maticou sustavy linearnych rovnic, tato sustava mé jediné rieSenie

2.5 Zmena bazy a linearne zobrazenia

V predchadzajucickastiach sme si ukazali tzv. kanonicku bazu vektdnovpriestoru
R", ktoru tvoria vektorye; = (1, O, ..., 0),&e= (0, 1, ..., 0), ..., & = (0, O, ..., 1). Pre
jednoduchos pracujme na chyii s bazou vektorového priestdRf, e; = (1, 0, 0, 0)g = (O,
1,0,0),e5=(0,0,1,0)a&=(0,0,0,1).

Ked’Ze tieto vektory tvoria bazR*, kazdy vektor VR4 sa da vyjadti ako linearna
kombinacia vektorov tejto bazy. V skdtwsti je toto vyjadrenie ¥eni jednoduché: ak mame
vektorx = (xi, Xo, X3, Xs) € R*, potom plati:

X = X161 + Xo€ + Xz€3 + X4€4 (2.64)
X =%(1, 0, 0, 0) (0, 1, 0, 0) +3(0, 0, 1, 0) +x(0, 0, 0, 1) (2.65)

Priklad 2.26
Vyjadrite vektorx = (2, 4, 8, 16) ako linearnu kombinaciou vektokawnonickej bazy R*
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RieSenie:RieSenie je vigni jednoduché, plati:
X =26 +4e; + 83 + 1684
=2(1, 0, 0, 0) #4(0, 1, 0, 0) 48(0, 0, 1, 0) #16(0, 0, O, 1)

Cisla x1, X, X3, X je mozné chapaako suradnice vektora x v kanonickej baze
(Standardne vektory zapisujeme prave v kanonicaegp Tento vyrok vSak so sebou prinasa
logicku otadzku: ak sme si prave definovali suradniektora v kanonickej baze, a vieme, Ze
b4z toho istého vektorového priestoru m6zé bgkonéne vda, znamend to, Ze je mozné
definova’ suradnice vektora aj véadom na indJubovd’ne zvolent bazu? OdpaVeu na

tuto otadzku je ano.

Priklad 2.27
Overte,¢i suradnice vektora = (2, 4, 8, 16) vbaze; = (1, 0, 1, 0)@a = (2, 2, 0, 1),
az=(1,1,1,0a=(1, 1, 0, 0) su v kanonickej baze (-2, 16, BB)—
RieSenie:Saradnice vektora v baze vyjadruju, akou linearkaubinaciou vektorov bazly
dostaneme pozadovany vektor. Malo by preto {lde:
—2a; + 168, + 1083 — 38y =X

Tuto skut@nog’ overme:
—2a; + 168, + 1083 — 38, = -2(1, 0, 1, 0) + 16(2, 2, 0, 1) +&0- 38y

=(-2,0,-2,0) + (32, 32,0, 16) ad0 3&y,

= (30, 32, -2, 16) + 49— 38u

= (30, 32, -2, 16) + 10(, 1, 1, 0)3a3
= (30, 32, -2, 16) + (10, 10, 10, (B8a,
= (40, 42, 8, 16) — &8

= (40, 42, 8, 16) - 38(1, 1, 0, 0)

= (40, 42, 8, 16) — (38, 38, 0, 0)

= (2, 4, 8, 16)

Skutanog’, Ze je vZzdy mozné vektor v jednej baze @, as, ..., &,) vyjadrit v inej
baze, napr.k, by, bs, ..., by) nie je prekvapiva. K&ze obidven-tice vektorov tvoria bazu

nejakého vektorového priestovt) potom musi plafi Ze obidve bazy generujl
[(a1, @, s, ..., an)] =V =[(b1, bo, b3, ..., bn)] (2.66)
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Vzhradom na to, Ze vektory oboch baz generuju celyovel§ priestoV, kazdy jeho
vektor sa da vyjadfiako linearna kombinacia jednej, ale aj druhej b&xeficienty tychto
linearnych kombinécii predstavuju suradnice v pEsgj baze.

Ozna&me bazu tvorenu vektormay, &, as, ..., a,) znakoma. Suradnice vektora
vyjadrené v bazea budeme ozr@mva X = (X1a, Xa,.--» Xna)a- Pre suradnice vektora v
kanonickej baze budeme pou#ivzipis ako doposiatedax = (X1, Xp, ..., Xn).

V predchadzajucom priklade sme realizovali prevoddzn dvomi bazami, alebo
takzvanUzmenu béazy Suradnice vektora, = (=2, 16, 10, —38) sme v kanonickej baze
vypccitali tak, Ze sme dosadili ich koeficienty do line& kombinacie vektorov tvoriacich
Tento postup sme mohli zapfsaj inak: vektory tvoriace baza, tedaa; = (1, 0, 1, 0),
a=(2201),a=(1 1,1, 0) a = (1, 1, 0, 0) sme mohli zapisaako stpcové vektory

matice:
1 211
0 211
A= 10 1 0 =(yaa33y) (2.67)
0100

VSimnime si, Ze posledny vyraz, t. (& as as) nepredstavuje vektor, ale maticu
v blokovej forme (pozri podkapitolu 1.3.7). Vo vekbch oddéujeme jeho zlozky vzdy
ciarkou.
Ak by sutradnice vektora v bazea boli x, = (-2, 16, 10, —38) potom by jeho
suradnice v kanonickej baze boli dané linearnoulkoatiou:
X =-2a; + 168, + 1083— 38 (2.68)

Z prikladu vieme, Ze& = (2, 4, 8, 16). Predchadzajlci vyraz sa vak da zapéaja

inak:

X=-2a; + 16, + 1083— 38, (269)

-2
=(a; a, a5 a,) 16 2.70
1 %2 Y3 %4 10 ( . )

-38
&1@2 az ag) Xa (2.71)
AXa (2.72)
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Suradnice vektora v kanonickej baze teda vieme zigkako séin matice vektorov
badzyA a vektorax, suradnic v baza. V urcitom zmysle teda méZzeme matiduchapd ako
reprezentacitransformacie medzi suradnicamivyjadrenymi v r6znych bazach.

V predchadzajucom texte sme uvazovali o transfoim&dradnic vektora x
zTubovd’nej bazya do kanonickej bazy. Je mozné sa ale apy&ko je mozné vykomwa
opanu transforméciu, teda ako ziskalradnice vektora, ak pozname jeho suradnige
v kanonickej baze. Uz vieme, Ze plati:

X = AXa (2.73)

Aby sme si z predchadzajuceha’aau vyjadrili Fadanéx,, prenasobime cell rovnicu
maticouA™ z'ava. Podotknime, e matidasa sklada z vektorov, ktoré tvoria bar{, su
preto linearne nezavislé a hodfi@saticeA je rovna pétu jej riadkov a dpcov. MaticaA je
preto regularna, a preto k nefite existuje inverzna maticd™*. Dostavame preto:

Ax = AAX, (2.74)
A = 1Xa (2.75)
A =x, (2.76)
Suradnice vektora vyjadreného v kanonickej bazexakedZzeme vyjadti aj v baze
a akoA™x.
Priklad 2.28

Zistite suradnice vektora= (1, 0, 4, 6) v bazea pozostavajlicej z vektoray = (1, 0, 0, —
1)7,a=(0,1,0,1),a3=(1, 1, 1, 0f, as= (-1, 1, 1, 1).

RieSenie: Matica, ktorou by sme prevadzali suradnice vektardazya do kanonickej
bazy pozostava zo iptovych vektorov rovnych vektorom bazy. V programema
nasledovny tvar:

> A <- matrix(c(1,0,1,-1,0,1,1,1,0,0,1,1 ,-1,1,0,
1), nrow=4, byrow=TRUE)

> A
[.11[.2] [.3] [4]

1] 2 0 1 -1

2] 0 1 1 1

3] 0 0 1 1

4] -1 1 0 1

KedZe je naSou ulohou uskdtot opanu transformaciu, najdeme inverznd maticu

k maticiA:
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> Ainv <- solve(A)
> Ainv

[.1][.2] [.3] [4]
] -1 2 -1 -2
2] 0 1 -1 0
B8] 1 -1 1 1
4] -1 1 0 -1

Pozadované suradniog, dostavame ako siin inverznej matice k maticA a suradnic
vektorax v kanonickej baze.

>x<-¢(1,0,4,6)
> xa <- Ainv %*% x
> Xxa
[.1]
[1,] -17
[2,] -4
3] 11
[4] -7

Overme eSte¢i naozaj ide o suradnice vektoxatym, Ze uskuténime transformaciu n

suradnice kanonickej bazy:

j2)

> A %*% xa
[1]

1] 1

[2] O

[38] 4

[4] 6

Suaradnice vektora v bazea sux, = (=17, -4, 11, —%)

Teraz vieme, ako je mozné vektor v kanonickej bagadrit’ v 'ubovd’nej inej baze,

a naopak — z vektoralubovd’nej baze vieme ziskauradnice v kanonickej baze.

Poslednou zmenou bazy, ktora prichadza do uUvahyzmena medzi dvomi

Pubovd’nymi bazami, z ktorych Ziadna nie je kanonicka. tielda o Ulohu vyjadfivektor so

suradnicamix, pomocou suradnig,, kde aab su iné ako kanonické bazy toho istého

vektorového priestoru.
Zacnime preto so suradnicamy v bazea. Vieme, Ze suradnice vektora v kanoni

baze dostaneme nasledovne:

ckej

X = AXa (2.77)
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Dalej vieme, Ze suradnice v kanonickej baze viemesformové na suradnice v baze
b takto:
Xp = Bx (2.78)
kde B predstavuje maticu, ktorejipte zodpovedaji vektorom babyvyjadrenych
v kanonickej baze. Celkovo teda dostavame:
Xp = Bx = B?Ax, (2.79)
Suradnice v bazk dostavame pomocou transfornaj maticeB™A, ktora je zloZzena

z dvoch transformécii, zapisanych pomoBduaA.

Priklad 2.29

Zistite suradnice vektora, = (1, 0, 4, 6) v bazeb, ak je baza tvorena vektorma; = (2,
2,1, 4),a=(1,-2,24)a=(4,-3,1 Das=(1, 1, 2, 4) a bazavektormib; = (0, 2, 0,
1),bo= (1, =2, 0, 1)bs = (2, 0, 1, 2)bs= (0, 1, 1, =2).

RieSenie: Pod’a (2.79) dostaneme poZzadovany vektap ako séin x, = B'Axa

Postupové preto budeme tak, Ze najprv definujeme potrebrticena programe R.

> A <- matrix(c(2, 1,4, 1,2,-2,-3,1,1, 2, 1, 2,4,4,1,
4), nrow=4, byrow=T)

>A
(1] [.2] [.3] [4]

1] 2 1 4 1

2] 2 -2 -3 1

B] 1 2 1 2

4] 4 4 1 4

> B <- matrix(c(0, 1, 2,0, 2,-2,0,1,0,0,1,1 ,1,1,2,-
2), nrow=4, byrow=T)

>B
[.1] [.2] [.3] [:4]

1] 0 1 2 O

[2] 2

[38] O

[4] 1

P ON
N RO
NP R

Dalej sp@itame inverzni maticu k matibi;

> Binv <- solve(B)
> Binv

[.1][.2] [.3] [4]
1] 7 2 -8 -3
2] 9 2 -10 4
3] 4 -1 5 2
4] 4 1 -4 -2
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Matica transformacie medzi stradnicami v bazeb je potom rovna:

> BinvA <- Binv %*% A
> BinvA

[,1]1 [,2] [,3] [4]
[1] -2 -25 11 -19
[2,] -4 -31 16 -25
[3] 3 16 -6 13
[4] -2 -14 7 -11

Pozadované suradnigge dostaneme nasledovne:

>xa<-c¢(1,0,4,6)
> xb <- BinvA %*% xa
> xb
(1]
[1] -72
[2,] -90
[8,] 57
[4,] -40

Suradnice vektora v bazesu tedax, = (72, —90, 57, —40). Overme e&tesi obidva
vektory suradnic naozaj zodpovedaju. Vyjadrime @reektory X, a X, pomocou
kanonickej bazy:

> A %*% xa
[,1]

[1] 24

[2,] -4

3] 17

[4] 32

> B %*% xb
[,1]

[1] 24

[2,] -4

3] 17

[4] 32

V predchadzajucegasti sme videli, Ze vyjadrenie vektora vo vektomoveriestore

V nie je jedinéné vtom zmysle, Ze ten isty vektor mbéZzeme vyjagrdmocou réznych

suradnic v zavislosti od bazy, ktoru si zvolime. Aldme vektor vyjadreny ako linearnu

kombinaciu (suradnice) v jednej baze, existuje caatiransformacie, ktorou moézZzeme

'ubovd’ny vektor v danej baze vyjadrako linearnu kombinéciu (suradnice) v inej bazeto

istého vektorového priestoru. Formalne by sme ti@osforméciu zmeny bazy mohli nagva

zobrazenim z vektorového priestovlido toho istého vektorového priestovt UZ sme si
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ukazali, Ze k takejto transformacii existuje aj@rzna transformacia — zobrazenie je teda
injektivne. Navyse, kiZe v obidvoch pripadoch ide o vyjadrenie pomocddorev baz, tie
z definicie generuju cely vektorovy priesdia zobrazenie je preto aj surjektivne.dike su
splnené obidve podmienky, mézeme prelilase zmena bazy je bijektivnym zobrazenim.

Predstavu zobrazenia medzi vektorovymi priestoemmpzné zovSeobecniZaujima’
nads budu tzv. linearne zobrazenia. UvaZzujme o dveektorovych priestorochJ aV.
Linedrnym zobrazenim nazveme kazdé zobrazenie V — U, pre ktoré pre vsetky
X, Y EVaa, be R plati:

p(ax + by) =ap(x) + bp(y) (2.80)

Je mozné ukaraze zmena bazy tak, ako sme si ju popisali v prédizajucegasti
pomocou definovanej matice transformacie je lingdrrnzobrazenim. Ozgee tak ako
doposid x, suradnice vektora v bazeax jeho suradnice v kanonickej baze. Vieme, ze ak z
vektorov bazya zostavime matici\, ktorej sipce zodpovedaji vektorom bazy, potom plati:

X = AXa (2.81)

Tymto predpisom ale moZzeme definéveobrazeniep: R" — R", ktoré kazdémix,

patriacemu d®" priradi prave jedn& patriace ddR".

Potom plati:
p(ax + by) = A(ax + by) (2.82)
=Aax + Aby (2.83)
=aAX + bAy (2.84)
=ap(X) + bp(y) (2.85)

Nami definované zobrazenig, zodpovedajuce zmene béazy, je preto linearnym
zobrazenim. Kazdé linedrne zobrazenie, ktoré jevearbijektivne, nazyvame dijnearnym
izomorfizmom. Plati, Ze kazdy linearny izomorfizmus je lineamyobrazenim, nie kazdé

linearne zobrazenie je vSak linearnym izomorfizmom.

Priklad 2.30

Béazaa vektorového priestorR’ je tvorena vektormay = (1, 1, 2, 1, 2)a, = (0, 0, 1, 0, 2)
a=2,1,1, 1, 0a=(, 0 0,1, 0 aas=(2, 1, 1, 0, 1). Definujme linearny
izomorfizmus ¢: R®> — R>ako zobrazeniex = Ax, prirafujice kaZdému vektor,
suradnic v baza jeho suradnice v kanonickej baze

Na priklade vektoroy, = (1, 2, 3,4,5)z.=(2,0,-1, 1, -1)s=(1,0, 1,0, 1) &= (2, 2, 2,

2, 2). Ukazme vlastnosti linearneho izomorfizmu
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RieSenie:

Najprv si definujeme maticlA ako maticu vektorov bazg, ktoré su usporiadané c
stipcov:
> A <- matrix(c(1,0,2,1,2,1,0,1,0,1, 2, 1, 1,0,1,1,
0,1,1,0,2, 20,0, 1), nrow=5, byrow=T)
>A
[1]1[.2] [3] [.4] [.5]
1] 1 0 2 1 2
2] 1 0 1 0 1
B] 2 1 1 0 1
[4] 1 0 1 1 O
5] 2 2 0 0 1

Matica A je maticou transformacie, ktorou prevadzame vegktmiradnic v baze do

suradnic kanonickej bazy. Definujrdalej vektoryy, a z,.

>ya<-c¢(1,2,3,4,5)
> ya

[1]12345
>za<-¢(2,0,-1,1,-1)
> za

[1] 2 0-11-1

Dalej si vyp@itajme vektoryp(ya) ap(za):

> phi_ya <- A %*% ya
> t(phi_ya)

[1][.2] [3] [.4]1 [.5]
[1] 21 9 12 8 11
> phi_za <- A %*% za
> t(phi_za)

[11[.2] [.3] [4] [.5]
1] -1 0 2 2 3

Pri vypise, resp. zobrazeni vysledkov sme vyuziinktiu t() , ktora umoiuje
transponovanie vysledkov. Urobili sme to len z dfimwo Gspory miesta, k&e vysledkom

maticovych siinov su sipcové vektory (matice rozmeru 5x1). Skisme teraxips’ zo

suradnic v baza do kanonickej bazy vektorg spaitajme tedap(2y,).

> t(A %*% (2*ya))
[1]1[.2] [3] [.4]1 [.5]

[1] 42 18 24 16 22

> t(2*phi_ya)
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1] [2] 3] [4] [.5]
[1] 42 18 24 16 22

Vidime, Ze platip(2ya) = 2p(YJ). Spaitajmedalejp(ya+ za).

> t(A %*% (yat+za))
[1][.2] [.3] [4] [.5]
[1] 20 9 14 10 14
> t(phi_ya+phi_za)
[1][.2] [3] [.4]1 [.5]
[1,] 20 9 14 10 14

Op& vidime, Ze platip(ya + za) = ¢(Ya) + ¢(za). Predchadzajuce operacie mézeme
spojit, vyhodn@me teda vyraz(2y,+ 3z).

naj

> t(A %*% (2*ya + 3*za))
[1][.2] [3] [.4]1 [.5]

[1,] 39 18 30 22 31
> t(2*phi_ya + 3*phi_za)
[1][.21 [.3] [4] [.5]

[1,] 39 18 30 22 31

Vidime, Ze platip(2ya + 3z) = 2p(ya) + 3 ¢(z). Povedali sme si, Zg je linearnym
izomorfizmom. Existuje preto aj zobrazewgié, ktoré je tieZ linearnym izomorfizmom. P
ukazku vyuzime dva vektory v kanonickej baze, danél, 0, 1, 0, 1) 4= (2, 2, 2, 2, 2).

Budeme potrebova inverzni maticuA™ k matici A, ktorou prevedieme stradni¢

v kanonickej baze na suradnice v baze

> Ainv <- solve(A)
> Ainv

[.1][.2] [.3] [4] [.5]
[1.]

-1
2] 1
3] 1
[4] O
[5J O
>s<-c(l,0,
>t<-c(2, 2,
>s
[1]10101
>t
[1]22222

3 -2 1
-4 1 -
-4 1 -
1 1
2 0

O D W
PR R PR

’ 0, 1)
2,2)

N

Urcimep™(s), o(t) ap™(3s- t).

98



> t(Ainv %*% S)

(1] [.2] [.3] [4] [.5]
1] -2 3 3 -1 -1
> t(Ainv %*% t)

[1][.2] [.3] [4] [.5]
1] 4 -4 4 2 2
> t( 3*(Ainv %*% s) - (Ainv %*% t) )

L1 [2] [.3] [4] [.5]
[1] -10 13 13 -5 -5
> t(Ainv %*% (3*s-t) )

(1] [2] [.3] [4] [.5]
[1,] -10 13 13 -5 -5

V tomto priklade je vidi& Ze ¢ a ¢ naozaj vykazuji vlastnosti pozadované na linearne

izomorfizmy.

Vo vSeobecnosti je mozné, podobne ako v pripadengniézy, najs pre kazdé
linearne zobrazenie tzmaticu linearnej transformacie A, tak, ze pre kazdé e V plati:

p(X) = A X (2.86)

Celé zobrazenie mdézZzeme popigaaticou linearnej transformacie.

Pomocou linearnych zobrazeni je mozné papisdia geometrickych transformacii:
oto¢enie, zmenu mierky, preklopenie (sumeti)oa skosenie. Jednu transforméaciu vSak
pomocou linearnych zobrazeni urbbedokazeme — posunutie. Zobrazdn¥— U v tvare

f(x) =p(xX) +b=Ax+b (2.87)
priradujuce kazdémw € V prvok f(x) € U, kde ¢ je linearne zobrazenie la € V
nazyvameafinné zobrazenie Vidime, Ze afinné zobrazenie sa od linearneho liSi len
pripacitanim vektorab. Prave tato zmena vSak umaje definova posunutie (translaciu).

Inak povedané, linearne zobrazenie je Specialnypagom afinného zobrazenia fires 0.

2.6 Skalarny sucin, Euklidovsky priestor, norma vektora a ortogonalita

V kapitole 1.3.3 sme definovali operaciu skalarnstinu vektorov. Ak by sme tato
operaciu pridali ku kormorozmernym vektorovym priestorom, ktoré sme skiimal
v predchadzajucicbastiach, dostavame tziuklidovsky priestor. Pripom&me, Ze skalarny

st&in vektorovx ay € R" sme definovali nasledovne:

X - y=x'y=y'x (2.88)
Xy = %y, (2.89)
i=1

99



Z definicie je zrejmé, Ze skalarny ¢gu vektorov predstavuje operaciu, ktorej
vysledkom je reélneéislo. Zo vxahu(2.89)vyplyva, Ze skalarny $in je komutativny, kéze
X - y=y - x Uved'me jehod’alSie vlastnosti:

X-(Yy+2)=X-y+X-z (2.90)
(ax) - (by) = (ab) (x -y) (2.91)
X-x>0 (2.92)

Vlastnos' (2.90) vyjadruje distributivnas skalarneho siinu vzhladom na operéciu
Sitania. Ak si ju spojime s komutativiasl skalarneho sinu, tak je zrejmé, Ze musi by
distributivny tak ¥ava, ako aj spravéize:

(y+2)-x=y -x+z-X (2.93)

Vlastnos' (2.91) zasa hovori, Ze nasobenie vektorov skalarom moZeamead?
vynasobenim skalarneho ¢giu prislusnymicislami, t. j. ,vybra konStanty pred skalarny
s&in®.

Nakoniec mame vlastnts(2.92) ktord hovori o nezapornosti skalarnehairsuil

vektora so sebou samym. Tato vlasthjeszrejma, ak si nerovnicu zapiSeme nasledovne:
n n 2
XX=Xx"x=) %% =Y %20 (2.94)
i=1 i=1

KedZe vtomto pripade je skalarnycsu rovny s@tu Stvorcov (druhych mocnin)
zloziek vektorax, tieto su vzdy nezaporné, a nezaporny bude aglgdt. Zarové v désledku
tejto Gvahy vieme povedasSte jednu vec: skalarnycd x - x bude nulovy prave vtedy, ak je
aj vektorx nulovy. Ak by mal vektorx aspd jednu nenulovi zlozku, vyraz'x by bol
kladny. Plati teda vyrok:

X-Xx=0 & x=0 (2.95)

Vd’aka tejto vlastnosti je mozné pomocou skalarnekimsiefinova dizku vektora,

nazyvanu aj normou vektora, ozoaanuixl:
X =vx X (2.96)

Z vlastnosti skalarneho &fau dostavame nasledovné vlastnotkg vektora:
IXI=0 & x=0 (2.97)
lexl = ] Ix
Ix +yl < IxI +lyl

Posledna vlastndge nazyvana dyojuholnikovou nerovnost’ou.
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V geometrii ma skalarny sin vel’ky vyznam aj preto, Ze je pomocou neho mozné
definova uhol medzi dvoma vektorndie < 0,7 >. Plati totiz:
X - y=Ixllyl cosé (2.98)
Prave tento fakt mdéZzeme vydzpri definicii ortogonality vektorov. Z trigonomeédr
vieme, Ze kosinus uhk@?2, resp. 90° je rovny nule. Pri tomto uhle by vEaki vektory na
seba kolmé. Z tohto dévodu o dvoch vektorachy € R" hovorime, Ze s na seba kolmé,
resp. Ze su vzajomrwegtogonalne prave vtedy ak:
X-y=0 (2.99)
Skutanog’, Ze vektoryx ay su vzajomne ortogonalne ozogeme nasledovne L .
Nulovy vektor O je kolmy na vSetky vektory. Plati, Ze ak je vekiokolmy na vektory
Y1, Y2, ..., Yn kde n € N, potom je kolmy aj nalubovdnu ich linearnu kombinaciu
s koeficientmiay, a, ...,an € R . j.:
X L (agy1+agy2 + ... tanyn) (2.100)
Usporiadanim-ticu vektorova = (a3, &, ..., an) hazvemeortogonalnou, ak su kazdé
dva r6zne vektorg; ag navzajom ortogonalne:
a-g=0 i#];1j€e{12,..m (2.101)
Ak vektory a spiaju navyse podmienku, zéz#ta kazdého z vektorov je rovna jednej,
teda:
lail = 1 (2.102)
prei € {1,2, ...m}, potom tdto mticu nazvemeortonormalnou. Tieto pojmy
mobzeme pouZitaaj vo vzahu k bdzam vektorovych priestorov z predchadzgjtasti.
Md&zeme tak hovotio ortogonalnych, resp.ortonormalnych bazachvektorového priestoru.
Ortonormalne bazy maju oproti beznym bazam vekimbvpriestorov niekiko
zaujimavych vlastnosti. Al = (a;, ay, ..., a,) je ortonormalna baza vektoroveho priestdru
potom suradnicéubovd’ného vektora mézeme vyjadtiv bazea nasledovne:
X, = (X @, X @,,...,x[A,) (2.103)
Je potrebné si uvedothizex - a prei = 1, 2, ...,n v predchadzajucom vahu
predstavuje skalarny &@, ktorého vysledkom je realngislo. Ak by sme definovali
Ci = X - a, potom predchadzajuci ¥ah je ekvivalentny s nasledovnym tvrdenim:

X =Ca; +Chaz + ... + CGhan (2.104)
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Vektor x je teda vyjadreny ako linearna kombinacia vektolmzy a, tak ako
doposid. To, ¢o je vtomto pripade zaujimavé je, Ze prisluSnéfigieaty linearnej
kombinacie mdzeme vypda’ pomocou skalarnych &imov x - a.

KedZe tato vlastnasnie je na prvy pofad zrejma, budeme sa jej vysvetleniu veriova
trochu obSirnejSie. V prvom rade si uvedomme, & kevektory tvoriace predstavuju bazu

vektorového priestorV, vektorx mbézeme ufite vyjadri’ v tvare:

n
X =Cpay +Cyay o+ +C, = D Gay (2.105)
-

Uvedené vyplyva z toho, Zeje baza, a ako takad genereZamyslime salalej nad

skalarnymi stinmi x - g. Tie m6Zeme zapisa tvare:

X 3y :(Zn:cjaiji (2.106)

= Z[(cjaj ey (2.107)
=1

=> e fa; @) (2.108)
i=1

=¢ (a @) (2.109)

=c (2.110)

Vo vztahu (2.106) sme vyuzili to, Ze vektox mbéZzeme zapisapomocou vektorov
bazya. Vzt'ah (2.107)vyplyva z distributivnosti skalarnehociu (skalarny séin linearnej
kombinacie vektorov je linearna kombinacia skalé@ms®&inov). V rovnici (2.108) sme
vyuzili skutainog’, Ze nasobenie skalarom moéZzeme vybrpred skalarny <in.
NajdolezitejSie kroky vSak predstavuju posledné dwenice. V rovnici(2.109) sme vyuZili
skut@nog’, Ze aje ortonormélna baza. V désledku toho su vektodzyb navzajom
ortogonalne, a ich skalarny @ je nulovy. Z tohto dévodu su vSetkycsty g - a nulové,
s jednou vynimkou v pripade, ak=j. Vtedy mameg, - 3 =& - a. Vieme, Zea - g = Iyl
AvSak oa sme predpokladali, Ze je nielen ortogonalnouaal@tonormalnou bazou — vSetky
vektory, ktoré ju tvoria, maju preto jednotkovizkl. Potoma - g = lal* = 1. Tuato
skutanog’ vyuzijeme vo vFahu(2.110)

Predchadzajuca avaha dokazuje, Ze:

X, = (X @, X @,,...,x[A,) (2.111)

Kedze ale vieme, ze:
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n
X=C@a, +Ca, +---+C.a, :Z:ciai (2.112)
i=1

ac =x- g, potom:

n

X:Zn:ciai =" (x@)a, (2.113)
i=1

i=1

2.7 Ortogonalna projekcia

V predchadzajucom texte sme sa zaoberali &wor®zmernymi vektorovymi
priestormi V, vramci ktorych sme né&stejSie pracovali s vektorovymi priestormi’.
UvaZujme teraz o nejakej jeho podmnozine= V. V niektorych aplikaciach je zaujimavé
skiuma mnozinu vSetkych vektorov, ktoré su ortogonalnélsdom na vSetky vektory
tvoriaceU. Formalne ide o mnozinu, ktoru ozivae UL, a definujeme ju nasledovne:

Ult={xeV;vyeU:x1ly} (2.114)

Je mozné dokafaze mnozindJ! je vektorovym podpriestorom vektoroveho priestoru
V (a to bez ofadu na to¢i U bolo vektorovym priestorom). Nie je vzdy pravdaa,doplnok
ortogonalneho dopinku je pévodna mnozina, tedgemi&dy pravda, Ze:

(U D)D U (2.115)
NajjednoduchSim argumentom pre toto tvrdenie jefadit, Ze aj k& sme od

U nepozadovali, aby jeho prvky tvorili vektorovy estor, (U D)D vektorovym priestorom

uréite je. Na druhej strane vSak plati nasledujuceenie:
0
((u D)D) —y~ (2.116)

DalSou zaujimavou vlastnému je, Ze ortogonalny komplement k mnoZidge ten
isty vektorovy priestor, ako ortogonalny komplemé&ntektorovému priestoruJ], a je tym

istym vektorovym priestorom, ktory generuju vektaly. Formalne plati:

UL =[U]JL = [U4] (2.117)
PreTubovd’ny vektoru € U alubovd’ny vektorz € U plati, Ze:
u-z=0 (2.118)

UvaZujme teraz nejaku linearnu kombinaciu vektaravv tvare:

v=uni (2.119)



Zrejmev € [U], ked’Ze je vyjadreny ako linearna kombinacia vektorotripaich do

U. Prelubovd’ny vektorz € U+ urcite plati:

VQ:(Zm:quiJ& (2.120)

i=1

=Y [(Gu;)z] (2.121)
i=1

=Y 6 (u; 2) (2.122)
i=1

=§m:cio (2.123)

=0 (2.124)

Vztah (2.121) a (2.122) dostavame z vlastnosti skalarnehccimsi, ktoré sme
charakterizovali vysSie pri jeho definicii. ¥&h (2.123) dostavame z ortogonality; az,
kedZe u; € U az € UL. Zrovnostiv - z= 0 vidime, Ze vektorg € UL, ktoré su kolmé na
prvky U su kolmé aj na vSetky ich linearne kombin&cie ipa¢r do [J]. TedaUL < [U]-.
Analogicky je mozné ukaraaj op&né tvrdenie — ak by sme mali vektoare [U]!, teda
vektor, ktory je kolmy na vSetky linearne kombireédgektorov 24J, potom je wite kolmy aj
na samotné vektory tvoriadd ¢o sa da zapisaako U]+ € UL. KedZe UL c [U]!L a siasne
[U]+ € U4, plati U]+ = UL, Ortogonélny doplnok k mnozirg a k vektorovému priestori]
je ten isty vektorovy priestdy..

Definicia ortogonalnych doplnkov nam uniofe definovd tzv. ortogonalnu
projekciu vektorax € V do jeho podpriestoriV € V. Ortogondlnu projekciu nazyvame aj
kolmym priemetom. Hovorime, Ze vektoxy je ortogonalnou projekciou vektora do
podpriestoruN prave vtedy, ak:

X - Xy € WL (2.125)
V pripade, ak by vektax patril do vektorového podpriestoW, potom by bol totozny
S0 svojou ortogonalnou projekciou &% a platilo byx = xw. Ak X nepatri dow, potom je
vektorxy vektoromleziacim voW, ktory je najblizsi k vektorw. Inak povedané je vektor
patriaci doW, pre ktory je vzdialend'six — xpd hajmensia. D4 sa uk&zaze vektorxy je
uréeny jednoznéne — existuje prave jeden vektay € W splnajici pozadovani podmienku.
Vtomto zmysle méZzeme vzdialemodx — xu chdpd@ ako vzdialenas vektora x od

podpriestoruw.
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Obrazok 4: Ortogonalna projekcia

Zdroj: vlastné spracovanie
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3 Zaklady klasickej ekonometrie

Ekonometria predstavujgag’ ekondmie, ktord sa zaoberd meranim a modelovanim
ekonomickych vetiin. V skut@nosti predstavuje prienik troch vednych oblastiorgkmie,
matematiky a Statistiky. Kazda z tychto oblasti swje vlastné opodstatnenie a ulohu.
Ekonomicka tedria nam dava motivaciu skiimeélne procesy vyskytujlce sa v praxiaato
deduktivne predpovedd charakter zavislosti a premerktorych v#ahy sa snazime
modelovd. Matematika umaiuje formalny zapis modelu a poskytuje metody (sioltav
optimalizané), ktorymi realizujeme odhad. Vysledky z teérravalepodobnosti a Statistiky
vyuzZivame na zovSeobecnenie vysledkov v pripademakel kvantifikujeme na vzorke.
Statistika tieZ umaiuje testovanie hypotéz o parametroch modelu a fyorva’ahoch medzi

premennymi.

3.1 Strucna rekapitulacia poznatkov z teérie pravdepodobnosti

Ako sme spominali v Uvode tejto kapitoly, ekononaefe zaloZzena do ztiaej miery
aj na vysledkoch matematickej Statistiky. lt&ova Ulohu v nej zohrava tedria
pravdepodobnosti: na jej zakladoch je vybudovaria aderergna Statistika, umaitijlica
usudzové o vlastnostiach populacie na zaklade analyzy wzovktejto kapitole uvedieme

niektoré Kucové poznatky, ktoré su vyuzivané v kapitolach vamgch ekonometrii.

3.1.1 Pravdepodobnostny priestor

Formélne sa casto vo vFahu Kk pravdepodobnostiam  hovori o tzv.
pravdepodobnostnom priestore(Q2, F, P), ktory sa skladd z mnoziny elementarnych javov
Q, mnoziny javoVF a pravdepodobnostnej miely

MnoZina elementéarnych javovQ predstavuje akukeek neprdzdnu mnoZinu. Prvky
tejto mnozinu predstavuju elementarne javy. Su ¥ysledky nahodného pokusu, ktory
skimame a su u#alej nedeliténé — predstavuju teda najjednoduchSie vysledkyrékto
pozorujeme.

Mnozina javov F predstavuje mnozinu podmnoZiy) sdnajlcu ukité vliastnosti. Ak
by sme oznéli P(Q) potertnd mnozinu mnoziny, teda mnozinu jej vSetkych podmnozin,
potomF < P(Q).
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Ako klasicky priklad si mdéZzeme uvigsituaciu, v ktorej hadzeme hracou kockou.
Predstavme si situaciu, ak hodime hracou kockoadpzislo tri. V tomto pripade ak
ozna&ime vysledok nahodného pokusu premenxqotomx = 3 ax € R.

Co vsak v pripade, ak by sme postupovali inak — &meaX vysledok, ktory
dostaneme ak kocku hodime — kocku sme ale eStediiehced’Zze ju drzime v ruke.
V takomto pripade& nie je realn&islo. Je zrejmé, 2§ by mohlo by 1, 2, 3, 4, 5 alebo 6, ale
ktoré z nich to naozaj bude, to nevieme, kym kookhiodime. Skdsme tato predstavu, ako aj
charakteristiku doposia len veémi vSeobecne definovaného objeki formalizova
konStrukciou zodpovedajuceho pravdepodobnostnékstpru.

Ak chceme popigapravdepodobnostny priesto€,( F, P), musime v prvom rade
definova® mnozinu elementarnych jav&y. Pomerne prirodzenou Moou by bolo definova
Q={1, 2, 3, 4,5, 6}. V skutétnosti je tedria pravdepodobnosti vybudovanimieslegantne,
a pri vdbe prvkovQ nezélezi na tom, o aké objekty ide — vbbec to méemby cisla.
Definujme si preto mnozinu elementarnych javovaddkt= {1, O, &, B, &, B}.

Dalej si potrebujeme definovamnozinu javovF. V pripade kon&ych mnozin
elementarnych javov jéasto postéujuce pracovas ich celou pote@mou mnozinou, potom
F = P(Q). Pripomame, Ze vzBiadom na mohutnédsmnozinyQ (|| = 6) bude potema
mnoZina obsahova2® = 64 prvkov. Bud( v nej zastlipené okrem prazdieysetky
jednoprvkové, dvojprvkové, ako djalSie podmnozing2. PodmnozZinanf2 budeme hovofi
javy. Takymto javom je aj napriklad¥, &, E}. Pri interpretacii javov je treba zdhdnt’ to,
Ze v skutonosti sme kocku eSte nehodili — jak {E, B} nie je mozné interpretovatak, Zze
padla dvojka, Stvorka a Sestka (teda ako vysledoéhthodov kocky), aj k& nas k tomu
moéze zapis zvadfaJav {d, B, B} interpretujeme tak, Ze by padla dvojka, Stvoeiabo
Sestka, inak povedané, Ze by padol parnsepbodov. Podobne javid, B, B} zodpoveda
tomu, Ze by padol pet bodov va&si ako tri.

Poslednou zloZzkou pravdepodobnostného pries@ruF( P) je pravdepodobnostna
miera P. lde o zobrazeni®: F — <0,1>, teda o0 zobrazenie z mnoziny javov do irakrv
realnychc¢isel medzi 0 a1 (vratane). Nie kazdé takéto zamiazje pravdepodobnostnou
mierou. Aby tomu tak bold® musi sfinat’ tri viastnosti:

* P@)=0
e P)=1
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* Pre kazdu spitatd’nu a po dvojiciach dizjunktnd mnozinu prvk®y ozn&enu

Fiprei €l,1 €N, plati:

P[UFi]:ZP(Fi) (3.1)

i0l inl

Pravdepodobna miera nam umoje skima pravdepodobnosti, s akymi mézu n#sta
rézne vysledky skimaného nahodného pokusu. Prigsimesti hovori, Ze pravdepodobtios
nemozného javug) je nulova. V nasom pripade si pod nemoZznym jaypoeustavime to, Ze
na kocke, ktord sme hodili ana ktorej padla nejakana, i nepadne. KdéZe takyto
vysledok je nemozny, hovorime prisluSnému javu neamagav.

Druha vlastnos hovori, zeP(Q2) = 1. Pripoméme, zeP(Q) = P{ &, O, &, B, &, B}).
Takyto jav ale znamena, Ze padne jednotka, dvdjkgka, Stvorka, péka alebo Sestka.
KedZe iné moznosti (ako napr. Studentmi’mé obl’ibend odpow®, Ze kocka padne na
hranu) nastanemdozu (inak by tiez boli obsiahnutéy, ide o isty jav, ktory po hode kockou
s istotou nastane. Isty jav ma pravdepodobios

Tretia vlastno$, nazyvana aj aditivnéspozaduje, aby sa pravdepodokihgavu
zloZzeného z nanajvys sfitate’ne véd'a navzajom vyldujacich sa javov mohli vypotat’ ako
set ich jednotlivych pravdepodobnosti. Padretej vliastnosti napriklad plati:

P{B, B, @) = P{a}) + P{E)) + P{a) (3.2)

¢o by sme slovne popisali ako ,pravdepodolirtoto, Ze na kocke padne parnyeo
bodov je rovna stiu pravdepodobnosti, Ze na nej padne dvojka, prodiEbnosti, Ze na nej
padne Stvorka a pravdepodobnosti, Ze na nej paxhtieas.

VSimnime si, Ze pravdepodobnostna mierg definovana na mnozine jav@y a nie
na mnozine elementarnych javek Tymto pozadujeme, aby sme vSetkym javom, ktoe na
zaujimaju (tvoriafF) vedeli priradf pravdepodobna’s

Na prvy poliiad nie je jasné, pte by sme mali v pripade pravdepodobnostnej miery
rozliSova medziQ) a F, resp. préo by smeF nedefinovali ako vSetky mozné javy, ktoré
vieme vytvori’ z prvkovQ. Ak by sme napriklad pri nasSej kocke definovalyatepodobnas
pre kazdy prvokQ, teda P{@}), P{@}), ... , P{E}), potom by sme pomocou tychto
pravdepodobnosti spolu s aditiviios pravdepodobnostnej miery vedeli vyfa’

pravdepodobnasakéhokdvek javu patriaceho d& = P(Q).
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V pripade pravdepodobnostnych priestorov, v ktoryehQ kon&nou mnoZinou
ZiadnetaZkosti nevznikaju dasto volimeF = P(Q) tak, ako v nami skimanom pripade. Pri
takejto v@’be obsahuj& vSetky mysliténé javy, ktoré vieme ziska elementarnych.

Urcité problémy vznikaja v pripade, @knie je konéna. V takomto pripade modzetby
P(Q) vel'mi zlozitou mnoZinou. Preto sa nepoZaduje, &bpolo potednou mnozinou®,
stai aby tvorilo tzv.c-algebru. Tou budeF vtedy, ak plati:

s Q€EF
e AEF=> A EF

» Pre kazdu spgtate’nd mnozZinu prvkovF, ozna&enuF; prei €1, | € N, plati:

UroF (3.3)

idl

Prva vlastnosc-algebryF znamena, Z& by vzdy mala obsahovanemozny jaw.

Druha vlastnashovori, ZeF je uzavreta na doplnky, teda ZeAapatri doF, potom aj
doplnokA v Q (AS) patri doF. JavAS nazyvame aj javom opaym k javuA. Uvedomme si,
Ze ak v naSom pripade s kock@éw {0, B}, potom AS={E, B, B, B}. Druha vlastnasteda
pozaduje, aby sme ku kazdému javu mat & k nemu opény jav.

Posledna vlastnéss-algebryF hovori, Ze alkE; patria doF, potom aj ich zjednotenie
patri doF. Posledna vlastnévedie k désledku, Ze ak pri nasej kock&} € F{O} € F, ...,
{BE}€e F, potom nutner = P(Q).

VSetky vlastnostic-algebry F si pomerne jednoduché a zdaju s& pyirodzené.
Praca s nimi, ako aj definicia pravdepodobnostnejyrsa komplikuje, ak2 nie je konéna
(alebo speitatd’na) mnozina. Napriklad pr@ = R sa zaF ¢asto voli tzv. Borelovsk&-
algebra zaloZzena na otvorenych intervalodR, \ktorej vlastnosti vSak presahuju rozsah tejto
publikacie. PodrobnejSiu diskusiu je mozné n&jsnych publikaciach (Rian et al., 1984,
Neubrunn — Rigan, 1992). SkonStatujme len, Ze mnozina jaave je vzdy rovnaP(Q), ale

urcite je jej podmnozinou.

3.1.2 Ndhodnd premennd

V predchadzajucom texte sme popisali definiciu gegodobnostného priestor,(
F, P). Spbsob, akym je definovany, je pomerne intuilivanzarové ve’'mi elegantny.

Pdsobivé je napriklad to, ako jeho definicia nesidod skuténého charakteru prvko®,
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ktorymi nemusia by ciselné objekty. Je vSak pravdou, Ze v matematike¢gglami pracuje
lepSie — existuje rozsiahla teéria zasahujuca dohych oblasti matematiky, ktora vychadza
z prace <islami (tu nemame na mysli len aritmetiku, ale najrmatematickl analyzu).
Z tohto dévodu moéze Iyvyhodné okrem prvkov mnozinQ®2 definova aj nejakeé jej
kodovanie pomocodisel, ¢im si wahtime d’alSiu pracu. Toto kédovanie by malo kazdému
elementarnemu javu, ateda kazdému prvku priradi’ nejaké redalnedislo. Tato
predchadzajuca veta uz nazog, Ze by malo ity mozné zostrofi zobrazenieX: Q — R.
Takéto zobrazenie nazyvaméhodnou premennou

Ak mame definovany priestor, tak na zaklade prawdepnosti, ktora tvori jeho
skkas’, mdézeme definovapravdepodobnastoho, Ze ndhodna premenna nadobudne nejaké
zvolené hodnoty. Povedzme napriklad, Ze by smelicstemovi’ pravdepodobndastoho, ze
nadhodna premennd nadobudne hodnotu menSiu alebo rovnu 874X je zobrazenie do
mnoziny realnychéisel, je mozné porovnawgeho hodnoty gislom 8 a na zaklade toho
definova’ mnozinu elementarnych javov, pre ktoré nadobudeddi premennX hodnoty
mensSie ako 8. Ozime tuto mnozinuXg ={® € Q; X(w) < 8}. Pokid’ Xg € F, potom je wite
definovana aj pravdepodobmoB(Xg) = P{w € Q; X(w) < 8}). Z dévodulahSejcitate’nosti
budeme walSom texte namiesto podobnych zdapisov podZivaenej presné, ale

jednoduchsie ozrianieP(X < 8).

Priklad 3.1
Definujme pravdepodobnostny priestor a nahodnu ereaX zodpovedajucyednému
hodu férovou kockou, kde bude nadobudahodnoty potla patu bodov na kocke.
RieSenie: Najprv definujme pravdepodobnostny priestd, (¥, P). Vramci tohto
pravdepodobnostného priestoru je mnozina elemegmagavovQ = {@, O, &, &, &, B}
Mnozinu javovF poloZzme rovnu potemej mnozineQ, takze F =P(Q). Nakoniec si
definujme pravdepodobnostnu midPuktora je zobrazenii — <0,1>. Kel'Ze v priklade
ide o férovu kocku, kazda jej strana by malat' mavnaklu pravdepodobnts Preto
polozme:

P} = PE}) = PAE}) = P{E}) = P{E}) = PAE}) = %
Z vlastnosti aditivnosti je pravdepodobnostna maxiaajice vy3sie definované rovnosti
uréena jednoznme a je definovana aj pre ostatné priky
Nahodna premenna je zobrazefe Q — R. Definujme preto nahodnu premennu

X nasledovne:
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X(@ =1, X(@)=2, X(@)=3, X(E)=4, X(E)=5, XE)=6
Je zrejmé, Ze defiemy obor X je rovny {3, B, B, &, B, B} = Q. Obor hodnotX je

mnozina {1,2,3,4,5,6}.

Priklad 3.2
Definujme pravdepodobnostny priestor a nahodnu ernemaX zodpovedajucyednému
hodu férovou kockou, kdX bude nadobudahodnoty 0, 1 a 2 pdd toho, aky zvySok
dostaneme po deleni gia bodov na kockeislom tri. Nasledne vypidtajme P(X = 1) a
P(X<1).
RieSenie: Pravdepodobnostny  priestor moéZzeme  defiiovaidenticky ako
v predchadzajacom pripade, teda = {O0, B, B, B, BH B}, F=PQ) aza
pravdepodobnostn mieru Zroe mieru sphajucu:
P} = PAE} = P&} = PHE}) = PE}) = PHE}) = %
Zmenu vSak urobime pri definicii nAhodnej premedh€l — R.
Na kocke mbéZzu padtilsteny s 1, 2, 3, 4, 5 a 6 bodmi. Plati:
1=0-3+1 2=0-3+2 3=1-3+0
4=1-3+1 5=1-3+2 6=2-3+0
Ak padnu péty bodov 1 alebo 4, dostavame zvySok po deleniitmawvny jednej. Pre
pocet bodov 2 alebo 5 médme zvySok dva. Nakoniec, dk@8 alebo 6 bodov, dostavaine
zvySok rovny nule.
Nahodnu premenn¥ na zaklade tejto skutnosti definujeme nasledovne:
X@ =1, X@)=1,
X(@ =2, X@) =2,
X(@E) =0, X@)=0
Tento priklad ukazuje, Ze nahodna premenna moézZept®y ten isty pravdepodobnosthy
priestor definovana ré6zne (porovnajme si to s gnédeajicim prikladom). Defiéimy obor
nahodnej premenngj je staleQ = {0, O, B, &, &, B}. Oborom hodnbt je vSak mnozirja
{0, 1, 2}.
Na tomto priklade si eSte ukazeme, ako je moznéitspgpravdepodobnad’ssuvisiacu|

s hodnotou nahodnej premennej. P¢¥ = 1) z definicie dostavame:
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P(X=1) =P{o € Q; X(w) =1})
=P{, =)
=P{m}) + P{E})
=Y+ Y% ="
V predposlednom riadku sme vyuZili aditiviigsravdepodobnostnej miey. Podobne
mdbzeme postupovagj pri vypdite druhej pozadovanej pravdepodobnd¥x < 1).
P(X<1) =P({o € Q; X(w) <1})
=P({ 0, &, &, B})
=P({m}) + P{E}) + P{E}) + P{E})

=Yet+Yet+ Vot Ve=7

Pravdepodobnds definovana v predchadzajucom odseku ma zasadnyhanyz
Funkciu pravdepodobnosti vyjadrujdcej, Zze nahodrémgnna nadobudne hodnotu menSiu
alebo rovnix, € R nazyvamalistribu ¢énou funkciou a ozng&ujeme juFx(xo), pripadnd=(xo),
ak je zrejmé, o ktor nahodnu premennu ide.

Distribu¢na funkcia je zobrazenift R — <0,1> pre ktora plati:

Fx(%0) = P(X < Xo) (3.4)

Vyznam distribdnej funkcie je v tom, Ze je definovana pre vSetlhadné premenné
bez offadu na ich charakter. V skdtwsti by sme sjej pomocou mohli obigednu
z komplikacii, s ktorou sa stretavame v teo6rii pigpodobnosti — konkrétne, mohli by sme sa
vyhnlt rozprave o réznych typoch nahodnych premennych.

V tejto publikacii sa budeme zaoberdvoma druhmi nahodnych premennych. Tym
prvym su tzv.diskrétne nahodné premenné Ak ndhodna premenné nadobuda nanajvys
spaiitatd’ne véd'a roznych hodndt (inak povedané, obor hodih@®) ndhodnej premenng|je
kongna, alebo spfitatd’na mnozina), potom o nahodnej premenKejpovorime, Ze je

diskrétna. Z vlastnosti pravdepodobnosti potomigisejav plati:

P(XOH(X)) = Y P(X=x) =1 (3.5)

XHH(X)
V tomto pripade je mozné definavdunkciu, ktord kazdej hodnote nahodnej
premennejX, vrati jej pravdepodobngsP(X = Xp) (v anglitine je tato funkcia nazyvana

probability mass functigrPMF).
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Z predchadzajucej definicie je evidentné, Ze nelpm&iténa pre pripad, ak obor
hodnét ndhodnej premenngj nebude spfitatd’nou mnozinou — v takomto pripadecsti
v rovnici (3.5) nem& zmysel. Na zaklade poznatkov z matematickejyay vieme, Ze
v podobnej situacii — ak chceme ,gjfat™ hodnoty nejakej funkcie na &itom intervale,
ktory je nespoitatd’nou mnozinou — mézeme vytiantegralny siet, predstavujuci analogiu
sumy vo vzorc(3.5).

Ak pre ndhodnu premenni existuje nezaporna (Lebesguovsky) integrdireie
funkciaf, nazyvanéustota pravdepodobnostinahodnej premenng§, pre ktoru pre kazdé

ab e R,a<bplati:
b
Pla< X <b) =j f (x)dx (3.6)
a

Potom nahodnu premennXi nazyvamespojitou ndhodnou premennou Uved'me
eSte, Ze aj k& hustota pravdepodobnodtimusi by nezapornou funkciou, na rozdiel od
pravdepodobnosti méze Hyej funkéina hodnota w&ia ako 1. Nanajvys rovny jednej vSak
musi by integral v rovnici (3.6). Samotnu hustotd nie je mozné interpretovaako
pravdepodobna’s a ani pravdepodobntsu nie je. Pravdepodobrtmsl je az integral na
nejakom intervale.

V skutanosti je problém suvisiaci s popisanim réznych daioh premennych
trochu zlozitejSi. Integrél v predchadzajucej ravrako aj pravdepodobnostnu midtuktoru
pouzivame v pripade nesgp@atd’nych mnozin, méZzeme bai elegantne popisgpomocou
tedrie miery. S jej pomocou je dokonca mozné pracswiskrétnymi a spojitymi velinami
jednotne pomocou Lebesguovej, resp. Lebesguovgehj&ovej miery a integralu. Tato (gj
ked krasna)cag’ matematiky vSak lezi’aleko za moznaami a cidom tejto publikacie.
V dalSom texte preto budeme s rovnic(®16) pracovd ako s obyajnym Riemannovym
integralom (ak existuje, tak je hodnota Riemannoitiegrélu aj tak rovna Lebesguovmu).
Taktiez sa \alSom texte obmedzime okrem diskrétnych n&hodnya@mennych len
na spojité nahodné premenné, ktoré maju hustottdppmdobnosti.

Z rovnice(3.6) je mozné ukaza Ze medzi distribtnou funkciou nahodnej premennej

a hustotou pravdepodobnosti existujéalz, konkrétne:

Fr (%) =P(X <%,) = [ f (x)dx (3.7)

Pre diskrétne nahodné premenné plati:
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Fe (%)= D P(X =)

X
OH (X)

(3.8)

Vidime, Ze distribtna funkcia existuje skutae pre vSetky nahodné premenné —

diskrétne, aj spojité. V naSom vyklade sa vSaksipEisob, ako ju vygdtame, v zavislosti od

charakteru nahodnej premennej.

V niektorych pripadoch je potrebné hovoaj o tzv. podmienenej pravdepodobn

osti.

UvaZzujme o pravdepodobnostnom priesto®, (F, P) advoch javochA, B € F.

Podmienenou pravdepodobnagpou P(A|B) nazyvame pravdepodobmosastania javiA ak

vieme, Ze nastal jaB. Pre podmienenl pravdepodobthptati:

P(An B)

P(A|B) = 5B

(3.9)

Pokid’ sa pravdepodobntbigavu A nemeni v zavislosti od nastania jaBy potom

hovorime, Ze javiA aB sunezavislé Pre nezavislé javy platia nasledovnéalyy:

P(A|B) = P(A) (3.10)

P(A N B) = P(A) P(B) (3.11

)

Priklad 3.3
Definujme pravdepodobnostny priestor a nahodnu ernemaX zodpovedajucyednému

Ozna&meA jav, Ze na kocke padne parnykpbbodovB jav, Ze padne et bodov mens
ako p& aC jav, ze padne et bodov mensi ako Styri. VypibajmeP(AB) aP(A[C).
RieSenie: Pravdepodobnostny priestoQ,( F, P) zodpovedajuci hodu kockou sn
definovali uz v predchéadzajucich prikladoch. V siélas nim predstavuju javk, B aC
mnoziny:
A={0, @ 8}
B={O, O, &, 0}
C={0O, 0, &}
Pre vyp@et P(A|B) potrebujeme pdi vz'ahu(3.9) stanowi’ P(A N B) aP(B), preP(A|C)
zasaP(A N C) aP(C). KedZe ide o férovu kocku, dostdvame:
RA) =P({ O, 2, 8}) = P(O}) + PEE}) + P{E}) =2
RB) =P({E, O, 8,8} =P{D}) + P} + PAE}) + PE}) = 7%
RC) =P({D, B, &}) = PE}) + PO} + P{E}) = ¥

hodu férovou kockou, kd& bude nadobudahodnoty potia patu bodov na kocke.
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RANB) =P{ O, B} = P{O}) + PHE}) = %
RANC) =P{0}) = %
Odtid’ pod’a (3.9) dostavame:
P(AB) = P(AN B) / P(B) = %
P(AIC) =P(ANC)/P(C) =¥
Vidime, zeP(AB) = P(A) = %. JavyA aB su nezavislé. Ki&ze P(A|C) # P(A), javyAaC

nie sU nezavislé.

Z definicie Statistickej nezavislosti vychadza tBayesova veta. Ak definiciu:

P(An B)
P(A|B) =
(AIB)=—C5) (312)
napiSeme v tvare:
P(A|B)P(B)=P(An B)=P(B| A)P(A) (3.13)
tak z oboch rovnic dostavame tvrdeBeeyesovej vety
_P(BIAP(A)
P(A|B) = —12 7Y
(AlB) P(B) (3.14)

3.1.3 Stredna hodnota, kovariancia, disperzia a variancno-kovarian¢nd matica

Nahodné premenné moZzeme popisovedznym spbésobom. Weni uZitotnou
charakteristikou je takzvanstrednd hodnota ndhodnej premennej, ozftwana E(X) (z
anglického expected valuet. j. otakavana hodnota). Pre diskrétne a spojité nahodné

premenné je definovana nasledovne:

E(X) =Y X(«)P{h) (3.15)
al1Q

E(X) = r; xf (x)dx (3.16)

Z rovnice (3.15) je vidier, Ze strednd hodnota diskrétnej nahodnej premennej
predstavuje vazeny priemer hodn6t ndhodnej prenjekde vahami je pravdepodobmos
nastania jednotlivych elementarnych javov. Priphme, Ze vazeny aritmeticky priemer

pocitame podla vzorca:

=13 n
X = n; xn (3.17)
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kde x predstavuje hodnoty, ktorych priemercfiame, nj>0,n € Ra n= Zni . Ak

i=1

je sttet vah rovny jednej, ako v hasom pripadeldes

D P{w}=1 (3.18)
W lQ

tak vidime, Ze wah(3.15)naozaj predstavuje vazeny priemer.

Priklad 3.4
Definujme pravdepodobnostny priestor a nahodnu erera X zodpovedajucyednému
hodu férovou kockou, kd¥ bude nadobudahodnoty potla patu bodov na kocke. Aka |
stredna hodnotA pri hode kockou?
RieSenie: Pravdepodobnostny  priestor moéZzeme  defiiovaidenticky ako
v predchadzajucom pripade, teda = {O0, B, B, @, B B}, F=PKQ) aza
pravdepodobnostnt mieru Zrne mieru sfiajiucuP({w}) = % preo € Q.
Strednu hodnotu pri hode kockou je moZzné wiao z definicie ako:
E(X) = X(@P{ I} + X@PH{D}) + X(E)PE &})
+X(@)P{ E}) + X(E)P( E}) +X (E)P({ E})

=1 %+2 % +3 - %+4-%+5-Y%+6 %

=35
Dostavame tak na prvy ptdd prekvapivy vysledok — ak budeme hddkackou, tak
.V priemere” by malo padacislo tri a pol. Paradoxne to znie preto, Ze téké pri hode
kockou nasthnemoze.
V skutainosti ndm stredna hodnota dava iny vyznam. Pokisanea chviu uvazové
o nasledovnej hre. Povedzme, Ze by sme dostaluthaipisé na kus papiergislo eSte
predtym, ako kockou hodime. Oznge totocislo a € R. Mali by sme za ulohu zvalia
tak, aby po jeho zapisani a naslednom hodeni kootbabsolutny rozdiel toh@p padne
na kocke &islaa ¢o najmensi. Mame sa teda swa#adnti, ¢co na kocke padne.
Ak by sme zvolilia = 1, potom najvéia chyba, ktorej by sme sa mohli doptigi 5. Ak
by padlocislo 6, naSa chyba by bola |Ga}= |6 — 1| = 5. Podobne by tomu bolo, aj ke
sme zvolili¢islo 6. NaSa najhorSia chyba by mohla nastaby padictislo 1, lebo vtedy
by sme znova dostali [1a} = |1 — 6] = 5. V pripade, ak by sme zvdlilo a= 2 alebo
a=>5, naSa chyba by nemohlatbyaSia ako 4. Ak by sme zvolila= 3 aleboa =4,

U
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pomylili by sme sa prinajhorSom o tri. Ak vSak dbwee, abya bolo necelodiselné, tak pr

a = 3.5 naSa chyba nebude horSia ako 2.5.

=)

Ak by sme teda pred vykonanim pokusu mali odhadeldo vysledok, nas najlepsi tip by

bol z tohto pobadu naozaj 3.5.

Stredna hodnota ma nidikm kr'adcovych vlastnosti, ktoré si vysvetlime na priklade
diskrétnej nahodnej premennej. Tie isté vlastngstnozné dokazaaj pre spojité nahodné
premenné, ak nahradime vSetkyétguintegralmi a hodnoty pravdepodobnosti funkciou
hustoty. Ke’'Zze pre integralny @t platia podobné pravidla ako pre beZngesi(napr.
linearita integralu), vysledné viastnosti budu rake.

Necha € R aX,Y su ndhodné premenné. Pre strednt hodnotu plagiadowné tri
vlastnosti, ktoré ozré@meE; aZEs:

El)E(a) =a
E2) E(aX) = aE(X)
E3) E(X+Y) = E(X) + E(Y)
PreukdZme teraz platnbtychto vlastnosti pre diskrétne nahodné premenné.
V prvom rade mame vlastnbEl, ktora hovori, Ze stredna hodnota konStanti jsta

konStanta. Z definicie strednej hodnoty dostavame:

E(@)=) aP({w)}=a) P{w)}=al=a (3.19)
a1Q al1Q

Vlastnos E2 hovori, Zze ak ndhodnu premerXprenasobime konstantay vznikne
nova ndhodnéa premena, ktorej strednt hodnotl(aX) nemusime p#itat’ z definicie. Ak

poznameE(X), sta&i, ak tuto hodnotu prenasobirisloma.

Priklad 3.5

Definujme pravdepodobnostny priestor a nahodnu ernemaX zodpovedajucyednému
hodu férovou kockou, kd&X bude nadobudahodnoty potia patu bodov na kocke.
Povedzme, Ze budeme tidaru, v ktorej vyhercovi vyplatime 1000-nasoboktpobodov,
korko padne na kocke. Aka je stredna hodnota pri kodkou a strednd hodnota vyhry?
RieSenie: Pravdepodobnostny  priestor moézeme  defiiovaidenticky ako
v predchadzajacom pripade, teda = {O0, O, B, B, BH B}, F=PQ) aza

pravdepodobnostnii mieru Zne mieru sfhajucuP{ o)) = % prem € Q.

Z predchéadzajuceho prikladu vieme, Ze:
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E(X) = 3.5
Ak by sme chceli vypdtat’ strednu hodnotu vyhry z definicie strednej hodnptgitali by

sme to nasledovne:
E(1000K) = 1000(=)P({ @}) + 1000X(3)P({ &@}) + 1000X(E=)P{ &})
+100Q(E2)P({ 2}) +1000X(=)P({ &}) +1000X(2)P({ &})
=1000 -¥% + 2000 -¥ + 3000 -% + 4000 -¥% + 5000 -¥% + 6000 -

= 3500
Pod’a vlastnosti E2 vieme ten isty vysledok déstprychlejSie, ké'ze:

E(1000X) = 100E(X) = 1000 - 3.5 = 3500

Dokazme teraz viastnv&?2. Plati:

E(aX) = ) aX(@)P{w)} =a) X(w)P{w)} =aE(X) (3.20)
w1Q W1Q

Vlastnos’ E3 hovori o tom, ako je mozné vyjatdstrednd hodnotu gtu nahodnych

premennych — mdzeme ju vyfitat' ako siet ich strednych hodnot.

Priklad 3.6
Definujme pravdepodobnostny priestor a nahodné enedX, Y zodpovedajucalvom

Ak4 je stredna hodnota §o bodov, ktory padne spolu pri dvoch hodoch?
RieSenie:Pravdepodobnostny priestor bude pre obidva hodgaky, kef'Ze ide o tu istl
kocku. Tak ako doteraz preto mange = {O, 0O, B, &, B, B}, F=PQ) aza
pravdepodobnostni mieru Zme mieru sfhajucuP{ o)) = % prem € Q.

Uz vieme, Ze pre nahodné premexngY:

E(X) = E(Y) = 3.5

hodnotu vypeitat’ priamo, museli by sme vychadza iného pravdepodobnostné
priestoru. V prvom rade by sa zmenila mnozina elgédraych javov. K&zZe v tomto
pripade je nahodnym pokusom to, Ze dvakrat hodioekdu, musi elementarny je

obsahové vysledok oboch hodov. Ret elementarnych javov, a teda@j § 36.

Q, = {00, 00, O\, 08, 08, 08,

hodom férovou kockou, kd¥ a 'Y bude nadobudahodnoty podla paitu bodov na kocke.

Nas ale zaujima stredna hodnot&tsjicize E(X + Y). Ak by sme chceli tuto strednu

N0

\Y
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0o, 00, 0E, 00, 0E, G,
HO, B0, HE, B0, BE, EH,
00, B0, OE, 560, BE, B,
BO, B0, BE, B0, BE, B0,
B0, B0, BE, B0, B8, BH)

Aby sme dokotili definiciu pravdepodobnostného priestoru pre dwady, zvdme

F, = P(Q,) a za pravdepodobnostni mieru Bwe mieru sfhajicu pren € Qy:

1
Po}) = o

Nahodna premenn& = X + Y m6Ze nadobudahodnoty medzi 2 a 12. VSimnime si,

SmobZe nadobudnthodnoty viac ako jednou kombinaciou hodov, napdi8 = 8 vieme
ziska’ piatimi roznymi spésobmi (
Obrazok 5)08, HE, 0H, BR a B0, PreE(S) = E(X +Y) preto dostavame:

E(S = 2i+3£ 3 5— 6E 7£+8£+9i +1O3 +11£ +12i =7
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
Ak by sme namiesto tohto relativne narého vypétu vyuZili viastnog E3, dostali by

sme okamzite:

E(9 =E(X+Y)=E(X)+E(Y)=35+35=7

P(S)
0.16

0.14
012
0.10
0.08
0.06 |
004
0.02 |

23456789101112
S
Obrazok 5: Mozné vysledky dvoch hodov kockou apcdvdepodobnosti

Zdroj: Stellmach (2013)
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DalSou¢asto vyuzivanou charakteristikou nahodnych prememig tzv. kovariancia.
Kovarianciu medzi nadhodnymi premennymX aY, ozna&ovanu covk,Y) definujeme

pomocou strednej hodnoty nasledovne:

cov(X,Y) = E[(X-E(X))(Y - E(Y))] (3.21)
Tato definicia, ktora na prvy ptéd nepdsobi Veni intuitivne, ma v skut@nosti

pomernd’ahké vysvetlenie (Talika 3).

Tabu’ka 3: V2’ah medzi hodnotami ndhodnych premennych a ich kaovaou

X —E(X) Y-E(Y) (X=E))(Y -~ EY))
+ + +
i - -
- N -
R

Zdroj: vlastné spracovanie

V tabu’ke su zobrazené rézne moznosti hodnét jednotlivygrazov tvoriacich
kovarianciu. Povedzme, Ze nahodna premefimanejakom konkrétnom pozorovani dosahuje
.nadpriemernd“ hodnotu. To by znamenalo,Xe E(X), inak povedan& — E(X) > 0. Tato
skuta@nog’ je vtabuke vyzn&ena znakom ,+“ v zelenom poli. Naopak podpriemerna
hodnota je vyzngna znakom ,— “ wervenom poli. Podobne sme vyZiliaaj rézne
moznosti pre nahodna premenvifvynechali sme pripad, ak ndhodné premenné nadgabud
hodnoty presne rovné svojim strednym hodnotdm +o tigripady naSud’alSiu Uvahu
neovplyvnia).

V poslednom dpci mame vyzn&ené znamienka pre vyr&x — E(X))(Y —E(Y)), ktory
tvori jadro kovariance. VSimnime si, Ze tento vyjakladny, len ak sa nahodné premeinée
aY ,spravaju rovnako” v tom zmysle, Zedwbidve nadobudaju zhodne nadpriemerné, alebo
zhodne podpriemerné hodnoty.

Naopak sledovany vyraz je zaporny vtedy, akXsaY ,spravaju opane“, teda
nadpriemerna hodnota jednej ndhodnej premenngprgv&dzana podpriemernou hodnotou
druhe;j.

Kovarianciu medziX aY dostavame tak, Ze z uvedeného vyrazu v posledtipui s
tabu’ky vypcitame strednd hodnotu. Ak tato strednd hodnotarakfredstavuje dity
vazeny priemer bude kladna, da sa tocgau mierou trivializacie chapagj tak, Ze ,plusové*”

hodnoty v tabtke prevazili ,minusové”, a teda je vtomto zmysékovo skér pravdou, Ze
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nadpriemerné hodnoty jednej nahodnej premennej prev&dzané nadpriemernymi
hodnotami druhej (a podpriemerné hodnoty jednejodébj premennej suU sprevadzané
podpriemernymi hodnotami druhej).

Kovariancia nam preto hovori oflghu medzi nahodnymi vélnami. Ide o odliSnu
vlastnos, ako je Statisticka nezavistbs ktorej sme hovorili v kapitole 3.1.2. JalSejcasti
budeme o premennych, pri ktorych mézeme hdvariexistencii vzajomného vahu
zalozenom na kovariancii hovéri ze sukorelované Ak by kovariancia bola nulova,
hovorime, Ze su nekorelované. Ak su nahodné preéndmmelované, ide len o jednu
Specialnu formu vzajomnej zavislosti. Existuju ajippdy, ak su nahodné premenné
nekorelované, no napriek tomu nie si nezavislé istgg pri nich zavislag ktora nie je
identifikovaténa kovarianciou. Nezavislosteda implikuje nekorelovants ale nejde o
ekvivalenciu.

Podobne ako pre strednu hodnotu, tak aj pre kawatae uzit@né demonstrova
niektoré jej vlastnosti. Oziane ich C1 az C4. Nech € RaX, Y aZ su nahodné premenné.

Cl)cov@, X) =0

C2) covi, Y) = cov(Y, X)

C3) coveX Y)=acov(X,Y)

C4) covK +Y, Z) = cov(X, Z) + cov(Y, 2)

Prva vlastno§ C1, dava intuitivne dobry zmysel. &&e kovariancia charakterizuje
uréity vztah medzi meniacimi sa hodnotami nahodnych premdmnkovariancia medzi
konStantou a nahodnou premennou by matarbyna nule — mali by hynekorelované.

Preto nie je prekvapivé, Ze z definicie kovariammetavame:

cov(@aX) = E[(a—E(a))(X - E(X))] (3.22)
=E[(a-a)(X-E(X))] (3.23)
=E[O(X - E(X))] (3.24)
= E[(X-EX)] (3.25)
=0 (3.26)

V rovniciach(3.23)a(3.25)sme vyuzili vlastnasstrednej hodnoty E2.
Vlastnos’ C2 hovori o symetrickosti kovariancie. Ak kovakancharakterizuje ¥ah
medzi nahodnou premennduay, tento vZah by mal by rovnaky ako v£ah premenney

aX (v tomto poradi).
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cov(X,Y) = E[(X-EQO)(Y~EMY)] = E[(Y-EM)(X-EMX)] = covtrX)  (3.27)
Pod’a vlastnosti C3 je mozZné vygitet’ kovarianciu medzi nahodnymi premennymi,

z ktorych jednu vynasobime konStan#ako a -ndsobok kovariancie pévodnych nadhodnych

premennych.
cov(aX, v) = E[(aX-E(@X))(Y-E(Y))] (3.28)
<[ (ax-aEX))(Y - EW)] (3.29)
=E[a(X - EX)(Y-EMW)] (3.30)
= E (X - E(X))(Y - E(Y))] 331
acov(X,Y)

V rovniciach(3.29)a(3.31)sme opé pouzili vlastnos strednej hodnoty E2.
Posledna vlastngsC4 hovori, Ze kovarianciu &t nahodnych premennych stioe
premennou je mozné vypitet’ ako sdet kovariancii. Tato vlastntsna v ekonomii obzvIas

velky vyznam v teorii portfolia.

covK +Y, Z) = E[(X+Y —E(X+Y)) (Z-E(2)] (3.32)
E[(x+Y - E(X) - E(Y)) (Z-E©)] (3.33)
E[(X—E(X) +Y-E(Y)) (Z-E©2)] (3.34)
E[(X-EX))(2-E@) + (Y-EM)(Z-E@2)] (3.35)
E[(X-EX))(Z2-E@)] +E[(Y-E()(2-E@))] (3.36)

= coX(2) + cov(Y, Z) (3.37)

V rovniciach (3.33) a (3.36) sme vyuzili vlastnas E3, v rovnici (3.35) sme len
roznasobililavi vnatornl zatvorku vyrazo(@ — E(2)).

Poslednou charakteristikou, ktora si popiSeme to t&gsti, jedisperzia ozna&ovana
D(X), nazyvana aj rozptyl ndhodnej premennej. Na tomteste je potrebné zdbéragnize
popisujeme charakteristiky nahodnych premennyclavié v pripade disperzie — rozptylu
vznika nebezpgnstvo zameny s vyberovymi charakteristikami priirskni Statistickych
vzoriek. Disperzia nahodnej premennej a rozptylergliého suboru su Uplne rézne kategorie
a netreba ich zamiet'.

Rozptyl nahodnej premennej je danyatazom:

D(X) = E[(X-E(X))7] (3.38)
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Tento vzah je mozné pidta aj tak, Ze predstavuje ,stredni hodnotu Stvorcov
odchylok hodn6t nahodnej premennej od jej priemewlyraz X — E(X) predstavuje odchylku
od priemeru. To naziaje, Ze disperzia je mierou variability — hovorimaieio o tom, ako
vel'mi sa hodnotyX menia vziiadom naE(X).

Castou otazkou je, pte sa v definicii pouzivaju Stvorce odchylok, a lge samotné

odchylky. V skut@nosti by sme dostali:
E[X-EX)] =EX) -E(X) =0 (3.39)
Tu vidno, pré&o E(X) nazyvame strednou hodnotou. Nachadza sa ,v Sthemtin6t X
v tom zmysle, Ze kladné a zaporné odchylky=0¥) sa navzajom presne kompenzuju a takto
definovana priemerna odchylka je vzdy nula. Ak cheeharakterizovavariabilitu nahodnej

premennejX, mali by sme takejto vzdjomnej kompenzécii zahtadednou z moznosti je

definova priemernu absolatnu odchylku nasledovne:
E[IX-EMX)] (3.40)
Vzhradom na to, Zze s absolutnou hodnotou sa pracugekamplikovane a zarovie
existuje uéity suvis s normalnym rozdelenim pravdepodobnoatiastejSie vyuziva ako
miera variabilita prav®(X).
Ak si pozorne pozrieme definicid(X), tak si mdéZzeme vSimtijiZe:
D(X) = E[(X—E(X))’] = E[(X—E(Q)(X—E(X))] = cov(x,X) (3.41)
Disperzia je teda to isté, ako kovariancia nahogneinennej samej so seboul’aka
tejto skut@nosti je vémi jednoduché odvodivlastnosti disperzie, k&e nam sté vyuzit uz
dokazané wahy pre kovarianciu. Pre disperzitmae R a nahodné premenng aY sa
pouzivaju nasledovné vahy:
D1) D(a) =0
D2) D(aX) =a’ D(X)
D3) D(X+Y) =D(X) + 2cov(, Y) + D(Y)
Vlastnos D1 hovori, Ze konStanta ma nulovua variabilita je intuitivne zrejmé.
D(a) =E[(a-E(@)’] =E[(a-2)?] =E[0] =0 (3.42)
Pod’a vlastnosti D2 ak vynasobime nahodnu premennut&otudia, zmeni sa jej
rozptyl a® ndsobne. Vyplyva to z nasleduijtcich rovnic:

D(aX) = E[(aX-E(ax))?] (3.43)
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=E[ (aX—aE(X)) 9] (3.44)

=E[a*(X — E(X)) 7] (3.45)
=’E[ (X-E(X)’] (3.46)
a®D(X) (3.47)

Posledna vlastnédsD3 hovori, Ze rozptyl silu dvoch ndhodnych premennych nie je
dany len sttom ich rozptylov, ale aj kovarianciou. Je tedalgvpeny aj vZahom medzi
nahodnymi premennymi. Ri@ by tomu malo by tak, je mozné pochopina jednoduchej
Gvahe. Povedzme, Ze by sme mali dve ndhodné pré&merntom medzi nimi bude presne
opany vzah: ak prva premenna zvysi svoju hodnotu o 8, daBapoklesne. Ak sa prva
zmeni o -5, druha o0 5. K&e sa obidve premenné menia, ich rozp®IX) a D(Y) budud
nenulové. Ich sttom je ale v naSom pripade vZzdy konStanta — znmemheej premennej presne
kompenzuje zmenu druhej &efl je stale rovnaky. Uz z vlastnosti D1 vieme, aeptyl
konStanty je nula. Dostavame sa tak do zvlaStriepsie, kedy aj napriek tomu, Ze prva
a druhd premenna maju nenulovl variabilitu, iciesju ma nulovd. Tato koncepcia je
zakladom tzv. Markowitzovej tedrie portfolia. Aj&gu nebudeme blizSie charakterizéyge
zrejmé, Ze pre disperziu&u nahodnych premennych nutne musime’ bialdvahy aj véah,
ktory medzi nimi je.

Formalne si vlasthd<D3 mdzeme ukadranasledovne:

BX+Y) = cov(X+Y,X+Y) (3.48)
= covX,X+Y) + cov(Y,X+Y) (3.49)

= cov(X+Y,X) + cov(X+Y,Y) (3.50)

= coX(X) + cov(Y,X) + cov(X)Y) + cov(Y,Y) (3.51)

= coX(X) + cov(X,Y) + cov(X,Y) + cov(Y,Y) (3.52)

B{(X) + 2covi,Y) + D(Y) (3.53)

V rovnici (3.48) ako aj dvakrat v rovnicf3.51) sme vyuzili vliastnas C4. V rovnici
(3.49) ako aj v(3.52) sme zasa vyuzili vlastnd<2. Posledna rovnica vyplyva z definicie
disperzie.

Stredna hodnota nahodnej premennej, jej dispeeida, aj kovariancia nahodnych
premennych predstavujd’dicové charakteristiky, bez ktorych nie je mozné vstaeoriu
ekonometrie — ekonometrickych modelov a ich vlastihdHore uvedenych desa&lastnosti
(E1 - E3, C1-C4 a D1 - D3) su pre pochopdiilSich kapitol absolitne nevyhnutné.
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V niektorych pripadoch je potrebné pracdvaamiesto jednoduchych nahodnych
premennych s nahodnymi vektormi. Ak Xy X, ..., X, pren € N ndhodné premenné, potom

nadhodny vektoX definujeme ako:

X = (Xg, Xa, o0y Xn) " (3.54)
Pod strednou hodnotou nahodného vek¥okmudeme rozumitvektor:
E(X) = (E(X), E(X2), ...,E(X)" (3.55)

MbéZe sa zdaldkavé podobnym spdsobom definbwa vektor rozptylov. Namiesto
neho vSak vyuzivame tzvarianéno — kovarianénl maticu v tvare:

CoV(Xy, X;)  COV(Xy, X3) -+ COV(Xy, X))

var() = coqu,xl) cov(xzz,xz) cov(><:2,xn) (3.56)

cov(X,,X;) cov(X,, X,) - cov(X,,X,)
Dévod, préo maticu varK) nazyvame variaimo-kovariagna, a nie len kovarigna
je ten, Ze chceme zvyraZniyznam prvkov na jej hlavnej diagonale. &&= vieme, ze plati
cov(X,X) = D(X), prvky na hlavnej diagonale matice V&y(su v skutoénosti rozptyly:

D(X,) cov(Xy, X;) -+ cov(Xy, X,)

var(x) = COV(x:27X1) D(:Xz) COV(XZZ’Xn) (3.57)

COV(Xn,Xl) cov(Xn,Xz) D(xn)
ESte iny spdsob, akym mdzZzeme napigiartno-kovariagnu maticu(3.56)je tento:

cov(X;, Xy)  COV(Xy, X;) oo cov(Xy, X)

var() = cov(X:Z,Xl) cov(Xzz,Xz) COV(X:Z!Xn) (3.58)
cov(X,, X;) cov(Xy,X;) -+ cov(Xp, X;)
E((X; ~E(X)(X; =E(Xy) - E((X, = E(X;))(X, ~E(X,))
= : ; (3.59)
E((X, —E(X,)(X,=E(Xy) -+ E((X, ~E(X,)(X, ~E(X,))
(Xl_E(xl)(Xl_E(xl) (Xl_E(Xl)(xn _E(Xn)
=E : : (3.60)
(xn _E(Xn)(xl_E(Xl) (Xn _E(xn)(xn_E(Xn)
= E((x -EX))(X - E(X))T) (3.61)
=E(XX )= E(X)E(X)" (3.62)
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Vztahy dostavame aplikaciou z definicie kovariancie skednej hodnoty. Posledny

vztah dostavame z predposledného nasledovne:

var(X) = E((x -EX))(X - E(X))T) (3.63)
=E((x —Ex))X" -EX)T)) (3.64)
= E(XXT = XE(X)T ~E(X)XT + E(X)E(X)) (3.65)
=E(XXT)-E(X)E(X)" —E(X)E(X)" + E(X)E(X)" (3.66)
=E(XXXT)-EX)E(X)T (3.67)

VyuZivame pritom, Z&(X") = E(X)".

Vel'mi ¢asto sa vyskytuje situacia, ak pracujeme s vektatebho maticami, pre ktoré
plati E(X) =0. V takomto pripade bude mozné vatian-kovariani maticu jednoducho
zapisd aj ako:

var(X) = E(XX™) (3.68)

3.2 Formulovanie ekonometrického modelu

Ekonometria je cag’ou ekondmie, ktora sa zaobera meranim a modelovanim
ekonomickych veliin. Predstavuje prienik matematiky, Statistiky argkmie. Z matematiky
ekonometria vyuZiva najma matematicku logiku a matecku analyzu.

Hovori sa, Zze matematika je jazykom vedy — to phgtiv pripade ekonometrie.
Modely, ktoré su v ekonometrii hlavhym objektom jpdw, si spravidla formulované
pomocou matematickych zépisov ako rovnice, resgtasy rovnic, ktoré charakterizuju
vztahy medzi skimanymi ekonomickymi wgfiami.

Pri skimani ufitétho ekonomického problému, napriklad inflacie ampeme
modelovanu vetinu, ktorej hodnoty sa snazime popisako zavislu (vysvelPovanu)
premennu. Vetiny, ktoré by mali savisi& so zavislou premennou a pomocou ktorych sa
snazime zavislu premennl modelbwazyvamenezavislé (vysvdtujuce) premenné.

Na prvy poliiad sa zda, Ze modelovanie ekonomickychcirelbude narénou udlohou,
kedZe v skutdnosti s akoukbvek veliginou, napr. spominanou inflaciu, potencialne suvisi
vel'mi vel’kd mnozina inych faktorov. Su zrejmé dva problénprvwym je Gloha identifikovia
vSetky relevantné premenné, ktoré by mali kymodeli vyuzité, aby nedoSlo k vynechaniu

nejakej relevantnej veliny. Druhym problémom je samotna kvantifikacia made
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V skutainosti malokedy postupujeme tak, Ze by sme do medddsadzovali vSetky
premenné, ktoré s vysv¥ewanou veliinou mézu suvisié Spravidla sa obmedzime na
veliciny, ktoré povazujeme zZ’hdiska predmetu analyzy za délezité. Vplyv vSetkych
faktorov, ktoré v modeli nevystupuju v explicitnotvare ako vysvé&ujace premenné,
agregujeme do tzwnahodného (poruchovéhg c¢lena. Nahodnylen v modeli predstavuje
suhrn vSetkych faktorov, ktoré v modeli explicitheuvadzame. Predpokladdme pritom, Ze
vzajomne interakcie tychto faktorov v kamem désledku vedu k tomu, Ze ich suhrnny efekt
sa zda by z Wadiska vplyvu na modelovana v@hu nahodny. Pokiatomu tak nie je,

a nahodnyc¢len v sebe obsahuje relevantné informacid’adiska modelovanej vélny,
zrejme je navrhovany modeéspravne Specifikovany

Existencia nahodnéhdlena je priamym doésledkom abstrakcie pri ekonorolebr
modelovani. K&Ze nie je prakticky mozné zbddhova vSetky mysliténé faktory, praca
s poruchovyntlenom ako ndhodnou veéihou umo#uje zoladnt’ premenné nezaradené do
modelu vo forme jeho charakteristik, akymi su nggino rozptyl. Zahrnutie stochastickych
(nahodnych) vetin do modelu viak so sebou prindSa nové otazkyraktas® modelu
dominuje — vypovedacia schopiiosysvetujacich premennych, alebo nepredvidate
nahodnyc¢len? Bolo by mozné, Ze kvantifikovany model a jelystupy su nesgahlive,
kedZe v sebe obsahuju nahodny komponent? A taktieZztujeotazka zo vSetkych
najdolezitejSia: je mozné vysledkom ziskanych parooekonometrického modelovania
danej veltiny verit, su spdahlivé, alebo su naopak len vysledkom nahody? Pzal@/odu
tychto otdzok sa ekonometria obracia na Statistiknatematicku Statistiku. V induktivnej
Statistike sa totiz rieSia problémy podobné tyroyé&tsme prave popisali. Snazime sa v nej na
zaklade skumania vzorky popfsdastnosti populacie. V tomto pripade rovnako @otijieme
rozhodndi, ¢i vysledky ziskané na vzorke nie su vysledkom ngh@d ak na inej vzorke
dostaneme diametralne odliSny vysledok? Nahodow femto pripade to, ktoré prvky
populacie sa dostali do vzorky). Pristupy vyuzivarekonometrii preto maju silny sivis so
Statistickymi metodami.

Matematika teda slUzi na zapis ekonometrickych roaggoracu s nimi, dokazovanie
kPG¢ovych vlastnosti a umanje odvodi metédy odhadu $pecifikovaného modelu. Statistika
sluzi pri popise poruchovéholena, na formulovanie induktivnych zaverov a teatov
signifikancie dosiahnutych vysledkov. Ani matematikani Statistika vSak nedefinuje
problém, ktorého sa modelovanie bude tykeoto je uloha ekondmie. Ekonomické tedrie sa

daju naformulové& spésobom, ktory umdhbje ich empirickl verifikaciu prostrednictvom
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ekonometrickych modelov. Matematika a Statistikeomto duchu nepredstavujiiel, ale

nastroje, ktoré su vyuzivané pre formulovanie, ovanie a rozSirovanie ekonomickej tedrie.

3.2.1 Typy premennych a charakter ddt

Z publikacii zaoberajucich sa Statistikou je znarbe, premenné, ktoré v analyze
vyuzivame, mdzu mar6zny charakter. Viani znamou je klasifikacia pdd Stevensa (1946),
ktora deli premenné na nominalne, ordinalne, irlexé a podielové (angl. ratio scale).
Pripomaéme, Ze nomindlne (kategorické) Udaje nie je mozZiaé&zéliom porovnava
prikladom je farba @.

Ordinalne premenné ummzu stanow poradie, napr. poradie beZcov v cieli. Je
zmysluplné hovoti, Ze prvy bezec dobehol skér ako treti, ale naarkktohto faktu sa neda
povedd, Ze bol trikrat rychlejsi.

Intervalové premenné uz umaju zmysluplne péitat’ aj rozdiely. V ich pripade ma
zmysel pgitat’ priemery, rozptyly a pod. Klasicky uvadzanym patkdm pre intervalové
premenné je teplota meranda v stogh Celzia. Pri tomto type premennych nie je znplsi@
iné. Pri teplote meranej stigmi Celzia je to napriklad preto, Ze nula #mp neznamena
absenciu teploty — ide len o jednu z moznych defimiulovej hodnoty, zaloZzenej nacuej
fyzikalnej vlastnosti vody pri Specifickych podmiech (trojny bod vody VSMOW).

Premenné, ktoré maju definovanu aj absolatnu naltym umoauju zmysluplne
definova’ aj podiely svojich hodnét maju tzv. podielovu $kdPrikladom je napriklad
Kelvinova teplotn& stupnica (definuje nulovu teplatko stav, v ktorom majéastice nulovu
kineticku energiu, odhliadnuc od kvantovych efektov

Charakter premennych, ktoré vyuzivame v ekononketnic modelovani do zkaej
miery vymedzuje aj metody, ktoré na ich analyzu emdé poui. Je zrejmé, Ze metddy,
ktoré predpokladaji0 miniméalne intervalovi Skalu amea nie je vhodné pouZitvana
ordinalnych adajoch. Toto tvrdenie je spravidlanms vésinacitate’ov s nim bude zrejme
suhlasf. V skut@nosti je ale vEmi 'ahko mozné uroBichybu, a pouzitanespravne metody
pre Udaje na nevhodnej Skale merania. Hlavnym d@wodoré&o v tomto smere dochadza
k chybdm je rozsah, vakom sa ¥asnosti vyuziva vypgova technika. Pri vyuZivani
r6zneho software, umaijuceho Statisticki a ekonometrickt analyzu dochddrkodovaniu

sledovanych premennych pomocgiselnych hodn6t. Takto mézZzeme \Ktaci zaznamen@a
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napr. farbu & sp6sobom, kde by sme hodnotu 1 priradili hnedgognotu 2 modrym, 3
zelenym a 4 ostatnym farbam. dtacovému programu tinebrani spéitat’ aj na takychto
Gdajoch aritmeticky priemeép nas moze privigsk vysledku, Ze priemerna farbaige 2,65.
Identifikovanie toho, Ze ide o nezmyselnu operaewa tom, kto takdto analyzu vykonava —
software takuto chybu nedokaze rozpaznéaekonometrii existuju Specialne metody, ktoré
su ukené pre konkrétne Skély merania, napr. pre ordinpflemenné existuju rézne varianty
modelov LOGIT a PROBIT.

Okrem Skaly merania nas pri ekonometrickom modeldowatne zaujima aj charakter
dat. Delime ich na prierezowigsoveé rady a panelové.

Prierezové Udaje predstavuju subory udajov, ktargiskavané v tom istofase na
skupine réznych subjektov. Prikladom moézu’ laktualne stavy zamestnancov vo zvolenej
skupine podnikov. Jednoduchy model zaloZzeny nargrierych Udajoch mézeme zapisa
v tvare:

Yi = o+ frx + Ui (3.69)
kde y; su hodnoty zavislej premennej, hodnoty nezavislej premennej, nahodny
poruchovyglen,i = 1, 2, ...N identifikuje pozorovanie (subjekt) € N je paiet pozorovani a
Po, f1 € R su koeficienty modelu.

Casové rady dostavame, ak sledujeme hodnoty zvatemdlazovatia v rdéznych
obdobiach, ale len utoho istého subjektu. Prikiadmoze by mes&ny vyvoj trzieb
v konkrétnom podniku. Jeden z moznych modelov biiohma’ tvar:

Ve = fo + fryer + (3.70)
kdey; su hodnoty zavislej premennefaset, y;.1 hodnoty zavislej premennejéaset-
1, teda v predchadzajucom obdakinahodny poruchov§ien,t = 2, 3, ...T predstavuje&as,
T € N je paiet pozorovani #o, 1 € R su koeficienty modelu. Tento model sa sice &myin
tvarom podoba na predchadzajuci, zalozeny na poegeh Udajoch, ale je zjavné, Ze pri
nom modelujeme iny typ dat.

Panelové Udaje z&imju oba predchadzajuce aspekty — pri nich mamespodicii
casoveé rady za tie isté obdobia zaitur skupinu subjektov. Prikladom by mohlitbudaje
o HDP, ziskané zalenské krajiny Europskej Unie za roky 1996 — 200@icky panelovy
model je v tvare:

Yit = Bo + BrXie + Uit (3.71)
kde yit sU hodnoty zavislej premennej za prierezovl jednotk ¢caset, x; hodnoty

nezavislej premennej za prierezovu jednotku caset, u; je nadhodny poruchovylen,
129



i=1,2, ...Nat=1, 2, ..T, kdeN € N predstavuje ptet prierezovych jednotiek Be N je

pocet casovych obdobjs, f1 € R su koeficienty modelu.

3.2.2 Jednoduché linedrne vztahy medzi premennymi

NajjednoduchsSie ekonometrické modely sa zaobermajahmi, ktoré je mozné popisa
pomocou linearnych funkcii. Vysvetlime si preto inabd najjednoduchsie pripady, ktoré je
mozZné zobraZiv rovine.

Povedzme, Ze sa zaoberaméalom medzi dvomi premennymi, ktoré oimaex ay.

Aj z wiva na strednych Skolach je zname, Ze ak by sazdaialos medzix ay vyjadrit’ ako
linearna funkcia, ktorej grafom je priamka, takdmge ju mohli zapisav tvare:
Y = fo + p1x (3.72)

V tomto pripade su koeficientyy a p1 realne¢isla, tedagy, f1 € R. Vyznam
koeficientov je pomerne jednoduchy — konStafgaefinuje, kde priamka pretina gsPlati
totiz, Ze prex = 0 dostavame:

Y =fo+ 510 =po (3.73)

Priamka teda prechadza bodom fg). Koeficient ; predstavuje smernicu, alebo aj
tangens uhla, ktory zviera priamka s ogoHlovori teda o sklone priamky. V pripade, aj;je
< 0, priamka je klesajuca. Pfe> 0 je priamka rastuca.

Poslednym pripadom j& = 0 — v takomto pripade je priamka rovnobeZnéaosi as
a hodnotyy sa nemenia — bez kddu na to, aki hodnotu nadobudne premenpéemenndy
je rovnépo. V tomto pripade mézeme aj povédae hodnoty s hodnotow v istom zmysle
nesuvisi — nech samenilubovd’ne, tato zmena nie je sprevadzana zmenou premgnnej

Prvou vlastno®ou, ktora nas pri koeficiente sklonu v linearnomdelo zaujima je
jeho znamienko. Okrem znamienka masto zna&nu vypovedaciu hodnotu aj hodnota
koeficientu (v absolutnej hodnote). Ak je koefidign rézny od nuly, znamena to, Ze meniace
sax je sprevadzané zmenou prememnefk je znamienko koeficientu kladné, s rastam
rastie ajy. Zaujimaveé vSak je aj to, kako vzrastiey.

Aby sme zodpovedali tuto otadzku, mézeme wyugkut@nog’, Ze vzxah zatid
sledujeme v podobe funkcie. Matematicka analyzakyioge veé'mi vela elegantnych
nastrojov, ktoré umaiju skuma funkcie aich vlastnosti. Priebeh funkcii sac¢Sidou

vySetruje pomocou skumania ich derivacii.
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Ak by sme vypegitali prva derivaciu pre nasu jednoduchu lineamanktiu dostali by
sme:

dy _ (3.74)
dx

Znamena to, Ze koeficieng; je aj prvou derivaciou skumanej funkcie pad
premennek. Opd&’ tu vidime suvis s monotonnimi funkcie — znamienkg; vypoveda o tom,
¢i je funkcia rastica alebo klesajuca.dke ide o priamku, derivacia je konstantna — rovnaka
pre vSetky hodnoty.

Derivacia je pre nas vhodna aj preto, aby sme plbsideny x ay. Tu sa vyuZiva
suvis derivacie a diferencialu funkcie — pre maideny premennek mézeme odhadm
zmeny premenney ako jej derivaciu pdé x. Ak by sme zmenili premennx o jednu
jednotku, tak na zaklade tohto odhadu by sme nuthkava, Ze sa premennazmeni of;.
Tento koeficient nam preto hovori aj o rychloskpa sa meni premenna ak je s, kladne,
tak s rastom hodnoty; ziskavame pre zvySujluce sarychlejSie rastucu, teda ,strmSiu”
priamku. Prep; zdporné priamka klesd tym rychlejSi&im je 1 menSie (t. j. vé&Sie
v absolutnej hodnote).

Co v pripade, ak by sme chceli skitmatah premenney a niekdkych premennych
x? Povedzme, Ze budeme timakéto premenné tri: ozérme ichx;, X, a x3. Vzt'ah tychto
premennych a premenngf by sme mohli modelova v tvare redélnej funkcie troch
premennych:

Y = fo + frxa + faXo + faXa (3.75)

Vidime, Ze tvar tejto funkcie pripomina predchadeajfunkciu. Jej grafom uz nebude
priamka — kd’Ze mame dohromady Styri premenig kq, Xs ay), pre jej zobrazenie by sme
potrebovali Stvorrozmerny graf. Situaciu by bolozmé vizualizova v pripade, ak by sme
mali premenné tri — napriklaxi, X, ay. V takomto pripade by body Bjajice podmienku
danu rovnicou vytvarali rovinu. V pripade Styrochiacerych premennych si uz graf funkcie
predstaw nevieme — graf funkcie, ktori sme si definovaliéwe nadrovina.

V predchadzajacich odsekoch sme si popisali vyzrhameficientov fy a f1. Ich
vyznam zostava zachovany ajdiadej. Interpretacia koeficientoy, a f3 je podobna
interpretacii koeficientys;. Ak koeficientf; vySSie predstavoval derivacjupod’a x, potom
v naSom novom modeli plati:

Y% ay Y%
2 =5, 2L =3, =2 =B 3.76
0%, ! 0X, 2 0Xg3 3 ( )
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Koeficienty su teda hodnotami parcialnych deriv@dd’a jednotlivych premennych.
Tu upozornime na jednu skdtmg’ — tym, Ze ide o parcialne derivacie, nie je cellapravne
tvrdit’ ,ak sa premenn&; zmeni o jednotku, tak sazmeni 0p,“, ako to bolo predtym.
Spravne tvrdenie by bolo ,ak sa premenqazmeni o jednotku, tak sa pri nezmenenych
hodnotachx, axs hodnotay zmeni gf,“. Koeficient nam teda hovori, ako sa zmeni hodiyota
pri zmenex; ceteris paribus, teda za inak nezmenenych podiieno
Pri empirickej praci vémi ¢asto fadame v#ah medzi premennymi. BeZne sa stéva,
Ze vieme ziskahodnoty premenngj, ako aj premennyck;, X, X3 a nasledne sa snazime
zistit’, akym modelom by bolo mozné vhodne opigd vzajomny vEah. Vémi casto za
tymto (telom realizujeme vyskum, v rdmci ktoré zbieramejéidapremennych, ktoré nas
zaujimaju. Na zéklade tychto pozorovani sa snabidh@dnti model, ktory by ziskané Udaje
vhodne popisoval.
Povezme, Ze sme presvedi, Zze medzi skimanymi premennymi predpokladame
vztah v tvare:
Y = fo + fixa + foXo + faXs (3.77)
Ulohou v takomto pripade je identifikovekoeficienty fo, 1, - a f3 na zaklade
pozorovanych hodné4, X, X3 ay. Ak by sme maln € N takychto pozorovani, mohli by sme
ich zapisé ako systém nasledovne:
Y1 = fo + frXas + faXaz + faxas
Y2 = fo + f1Xor + faXoz + faXes (3.78)
Yn = Bo + frXn1 + foXnz + BaXns
Uvedeny systém si je mozné predsiavasledovne. Povedzme, ze skimaméahiz
medzi velEinami xi, X2, X3 ay, ktorymi budd napriklad vek, pohlavie, @ rokov
dosiahnutého vzdelania a mé&sg prijem. Ak by sme poznali koeficienty modelu, idoy
sme da odpovel’ na otazkugi Zeny zarabaju viac alebo menej ako muzi (poznamienka
a hodnotyp,), ¢i skdsenosti vyjadrené vekom maju suvis s @ga prijmom 1) a ako
suvisi vzdelanie s mesaym prijmom f3).
Aby sme tieto nezname koeficienty identifikovali,olni by sme realizowa
dotaznikovy prieskum a zisthodnoty pre vSetky premenné u zvolenej vzorkyaaedpntov.
Ziskané udaje by sme mohli ozitatak, Zze kazdej premennej pridame dolny index
identifikujuci respondenta. Potom by napriklgg ozna&ovalo mesény prijem druhého

respondentax;; vek prvého respondentaxg paet rokov dosiahnutého vzdelania druhého
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respondenta (pri premennyoh predstavuje prvy dolny indekislo respondenta a druhy
identifikuje o ktor premennu ide).

Pokid’ je u vSetkych respondentovti@h medzi premennymy, X, X3 ay rovnaky,
potom pre kazdého z nich ma pfatiovnica definovana vysSie. Zapisanim rovnice pre
kazdého 2 respondentov dostadvame systém royBic8)

VSimnime si, Ze predpoklad otom, Zetal medzi skimanymi premennymi je
rovnaky u vSetkych respondentov je vyjadreny tye kdeficientypfo, f1, f2 a fz maja len
jeden dolny index — su spd@loé pre vSetkych respondentov. V takomto pripadesygaam
vytvara’ vzorku a zisova’ udaje od viacerych respondentov, pretoZze odgidazdého z nich
nadm pomaha identifikovaen isty vZah, ktory je pre nich spatay.

Pokid by pre kazdého respondenta naozaj platitalizdany vySSie spominanou
sustavou rovnic, bolo by mozné stanovel’kos’ vzorky tak, aby sme séitostou vedeli
identifikova’ kazdy z koeficientoy,, f1, f2 af3. Pokid by sme tieto koeficienty povazovali
za nezname, systénf3.78) predstavuje sustavu rovnic o Styroch nezndmychdléPo
Frobeniovej vety by na jednozmal identifikaciu koeficientov stii Styri pozorovania (ak by
neboli linearne zavislé). Je tomu tak preto, leledpokladame, Ze vah medzi premennymi
plati pre kazdého respondenta presne.

Tento predpoklad je jednoztree vé'mi silnym predpokladom, ktory je v praxi len
malokedy splneny. Hlavnym dévodom je fakt, Zéaley medzi veliinami v podobe modelov
efektov, ktoré moézu suvigieso skiumanou premennou V&Sinou si vyberame mensiu
skupinu tych, ktoré povaZzujeme za najdolezitej$ig x,, Xs. Tym, Ze efekt ostatnych vplyvov
zanedbavame, dopiane sa uiitej chyby. V dosledku toho pre prvého respondenta:

Y17 Bo + frxar + foxaz + faxas (3.79)
vyjadrime rozdiel medzi skutoou a vypeoitanou hodnotou ako:
Uy = Y1 — (Bo + frxas + faXaz + BaXua) (3.80)
Ekvivalentne potom méZeme napisa
Y1 = fo + frxar + foxaz + faxaz + Uy (3.81)

Objekt u; nazyvame poruchovy, alebo tiez ndhodhen. Predstavuje suhrn vSetkych
veli¢in, ktoré sme v modeli nezbddnili, ale maju v#ah k hodnotey;. Ked'Zze pri réznych
pozorovaniach bude ndhodiken nadobudardézne hodnoty (megay prijem jedného mdze
byt ovplyvneny tym, Ze Zije v krajine s vySSimi prijmia mesé&ny prijem iného moze Ivy
ovplyvneny tym, Ze ma pracu len &iastany avazok a podobne), jfazke, resp. nemozné ho
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presne kvantifikové Z tohto dévodu sa k nemu pristupuje ako k nahpgnemennej — aj
ked” konkrétnu hodnotu u konkrétneho respondenta nedoké predikovd vieme vyuz
poznatky pravdepodobnosti a Statistiky a popisgeho vlastnosti, akymi su strednéd hodnota,
rozptyl a podobne.

Skumany systém by sa po pridani poruchov§lemov, ktoré zobadiuju, Ze vZah
medzi premennyniy, X, X3 ay neplati uplne presne, mohol prepida tvaru:

Y1 = fo + frxar + foXaz + faxaz + Uy
Y2 = fo + f1Xor + faXoz + faXes + Uz (3.82)
Yn = fo + BrXnr + BoXnz + f3Xnz + Un

Kym v pripade, ak sme predpokladali, Z&alzy medzi vetiinami platia presne bolo
mozné odhadnivelkos” vzorky potrebnej na presné stanovenie koeficieat&vobeniovej
vety, zahrnutie poruchovéhidena nam situaciu dramaticky meni. V skunosti totiz ¢asto
potrebujeme okrem koeficientgf, f1, > a iz popisd aj vlastnosti poruchovychilenov.
Pokid hodnotyy v sebe obsahuju aj ndhodny prvok dany poruchovjenom, ako si
modZeme by isti, Ze poznatky zo vzorky nam skéne vypovedaju o premennych, xo, X3
ay, a nie su vysledkom nahody — poruchovytmov u? Toto je Kucova otazka, ktorou sa
zaobera klasicka ekonometria.

Uvedme eSte jeden alternativny zapis skimaného moddterajsi vyklad bol
pomerne jednoduchy — zaoberali sme sa len popisikiadného modelu. WalSom texte
bude potrebnéasto popisovaoperacie, ktoré st pomerne zlozité, a v tvareasystovnic je
ich zapis dot neprefiadny. Vé&mi efektivne sa vSak da s modelmi pracoveedy, ak su
vyjadrené pomocou operacii s maticami. Ukazmeksittazapis na sustave rovnic, ktora sme
si popisali.

Definujeme najprv tri vektory pre hodnogyu a H'adané koeficientg.

Y1 U Bo
y= y:2 , U= “:2 , B= ﬁ:Z (3.83)
yn un ,Bk

Zachovame konvenciu, Ze vektory budeme vzdy vytvaka sipcové, ak nepovieme
inak. Vektoryy au s n-prvkovymi stpcovymi vektormi (ak by sme ich brali ako matice,

mali by rozmern x 1). Vektorp je sipcovym vektorom & + 1 prvkami, pgdom k € N
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definujeme ako p@et premennychl. V naSom pripade by bolo= 3, pretoZze mame premenné

X1, X2, X3.

Okrem spominanych vektorov definujme maticwadun x (k + 1) nasledovne:

1 X X oo Xy

_ 1 Xop Xy o Xy

X=|" " (3.84)
1 Xao X2 o Xy
Potom su nasledovné zapisy ekvivalentné:

Y1 = fo + Xt + faXio + -+ + Pk + Ug
Y2 = fo + f1Xor + foXoo + -+ + PiXok + Uz (3.85)

Yn = fo + f1Xn1 + foXnz + -+ + SiXok + Un
Vi = fo + frXia + PoaXio + - + Xk + U, 1=1,2, .00 (3.86)

Y1 1 X X = % |5 U
= I [ M @87

Yn 1 Xu X 0 X NB u,
y=Xp +u (3.88)

Z uvedeneého je zrejmé, Ze maticovy zapis um@ zn&ne zjednodusizapis celého
modelu, priom stéle zostavBahkocitate’ny.

Je mozné eSte vysvelli pr&eo matica X obsahuje okrem hodnét jednotlivych
premennych aj prvy ktec, ktory obsahuje samé jednotky. V pripade maéico nasobenia
daného poslednym vahom musime nasabprvky maticeX aj koeficientomp,. Ked’Zze tomu
neprislicha Ziadna z premennych, doplneniptatjednotiek umoznime vznik&au 1 - S, =
Bo.

V dalSom texte budeme premenmunazyva vysvetovanou velkiinou (alebo aj

zavislou premennou) a premenagxy, ..., X Vysvetujuce (nezavislé) premenné.

3.2.3 Aplikacie linearnych modelov

Na prvy poliad sa zda, Ze model popisany v predchadzajcasii predstavuje
najjednoduchSiu, a teda aj najmenej zaujimavureatéru, ktorou popisujeme tahy medzi
skiumanymi veliinami. Je pravdou, Ze linearna funkcia patri medajjednoduchSie —
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jednoduchS$ia je sda uz len konStantna funkcia. Napriek tomu je modetdptaveny
v predchadzajuceiasti vyuzitdny na modelovanie Vkej skupiny vrZahov. R&znym
moznostiam vyuZitia linearnych modelov je venovtiia podkapitola.
Pripomeme si, Ze vSeobecny linearny model skimame v tvare:
Yi = fo + frXia + foXio + - HXk U, 1=1,2,...n (3.89)
V najjednoduchSom pripade pracujeme len s jednosvefiyjicou premennou
a model ma tvar:
Yi=Botpixi+u, i=1,2,...n (3.90)
Ako sme spominali vy3Sie, grafom funkgie= Sy + f1x je priamka.Co v pripade, ak
by sme mali dovod domniev&a, Ze pre popisanieti@hu medzly; ax je vhodna parabola?
Zrejme by sme Fadali model v tvare:
Vi = fo+ X +px"+u, i=1,2, .0 (3.91)
Grafom funkciey; = fo + fix + fax> by bola parabola, ktorej vlastnosti st dané
koeficientmip, f1 afe.
Z hradiska klasickej ekonometrie je tento model lingarrmodelom, napriek tomu,
Ze skimame nelinedrnu zavislog\k hovorime o linearnom modeli, mysli sa tyimearita
v parametroch. UvaZujeme o nej vo ¥ahu ku koeficientonsy, f1 a2, a nie k premennym,

ktory do modelu dosadzujeme. Aby sme tato skuda’ ilustrovali, zavd’me substituciu:

z=x% i=1,2,...n (3.92)
S vyuzitim tejto substiticie méZeme model zapistvare:
Vi=Pot+piXitfz+u, 1=1,2,...n (3.93)

Tento zapis uz na prvy ptdd predstavuje linearny model. VSetky modely, kieré
mozné substiticiou previésa tvar vSeobecného linearneho modelu nazyvane@rhiymi
modelmi a mézeme pri nich vydwZivSetky poznatky, ktoré uvedieme v nasledujucich
podkapitolach.

Predchadzajuce Gavahy nam unofi pristupové k mnohym modelom ako
k linearnym — kym na zZ#atku sa zdalo, Ze obmedzenie sa na linearne mgdeld’mi
reStriktivne, z uvedeného je zrejmé, Ze v skubsti mame k dispozicii Yeni bohatt skupinu
modelov, ktoré vieme povazavaa linearne v parametroch. Wkme si niekdko d’alSich
prikladov:

Yi = o+ frx + Ui (3.94)
Yi = fo + faIn(x) + u; (3.95)
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Yi = fo + picosk) + Ui (3.96)
Vi = Bo + BiIn(xy) + B,€"* + B3 cos(in(xis")) + u (3.97)
Nie kazdy model sa vSak da odhatlalo linearny — uu#me si niekdko prikladov aj

pre tuto skupinu (pre odhad nelinearnych modelgywoogame napr. publikaciu Davidson —
MacKinnon, 2003).

Yi = fo + frXia + foXiz + f1fXist Ui (3.98)
Yi = fo + fiXin + BaXia + frxialfat Ui (3.99)
Vi = By + BuIn(Xy) + o€ + B cos(In(Byx57)) +u (3.100)

Specifické miesto medzi modelmi, ktoré je moznévigs na linearny tvar maju

modely, ktoré suvisia s logaritmickymi transfornmei. Ide o nasledovné tri pripady:

Yi = fo + aln(x) + Ui (3.101)
In(yi) = fo + f1xi + Ui (3.102)
In(yi) = fo + paIn(x;) +ui (3.103)

Model (3.101)sa niekedy nazyva linearno-logaritmicky mod8l102)logaritmicko-
linearny (alebo log-linedrny) model a nakoni@103) ako logaritmicko-logaritmicky (log-
log) model.

Dévodom pre logaritmovanie premennych moze mgkd’ko. V pripade, ak je ¥ah
medzi skdmanymi vealinami y; ax nelinearny, je mozné pomocou logaritmovania
premennych ziskaransformované premenné, pre ktoré je linearmaxapécia vyhovujuca.

Druhym doévodom je transforméacia v pripadoch, ak rgimijeme pracova
s premennymi, ktoré maju vyrazné zoSikmenie. Premerktoré maju vysokud Sikmos
spravidla nie sU normalne rozdelené — toto rozdelga symetrické. Mnoho testov
v Statistike, ale aj modelov ktoré budeme prebera’alSich ¢astiach je zalozenych na
predpoklade normality dat. V rdmci induktivnej &ty preto existuju testy normality,
ktorych ci€#om je posudi, ¢i dana premenna ma normalne rozdelenie. Jedetozstajpiny
testov, tzv. Jarque-Berov test je priamo zaloZzeaykoeficientoch Sikmosti a Spicatosti. Je
zrejmé, Ze v pripade premennych s vysokou SikKowgrejme ddjde k poruSeniu predpokladu
o normalite. Pomerneéasto je vSak mozné premenné s vysokou Sikmodogaritmickou
transformaciou previésna premenne, pri ktorych normalitu nevyvraciamiskdvame tak
premenné, ktoré §mju predpoklady nd'alSie testovanie alebo modelovanie. Z tohto dévodu
je logaritmicka transforméacia premennych’mé ¢asto vyuzivana pri tvorbe ekonomickych
modelov. V oblasti financii je napriklad znama ke@dia tejto transformacie pri modeloch na
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ocaiovanie opcii, ktoré priamo pouzivaju lognormalnedelenie — pravdepodobnostné
rozdelenie, pri ktorom mé logaritmus skimanej prene¢ normalne rozdelenie.

V pripade line&rno-logaritmickéhomodelu je zavislA premennd nezmenena, ale
namiesto vysvétjucej premennej x; pouzivame jej logaritmickl transformaciu.
V predchadzajucej podkapitole sme si vysvetlilip gk mozné interpretovaodhadované
koeficienty pri vysvdiujucich premennych v modeli. Tym, Ze v linearnodognickom
modeli nahradzame premennd jej logaritmom, meni sa aj interpretacia regresnéh
koeficientu.

V modeli obsahujucom premenmripredstavuje koeficiert; hodnotu, o ktor¢gakame
Ze sa zmeni premenng ak sa premenn&; zmeni o jednotku. V pripade linearno-
logaritmického modelu predstavuje koeficigathodnotu, o ktorl sa zmeni premennak sa
zmeni o jednotku Ix(). Tato zmenu mézZeme zapisEko:

In(x) + 1 =Inf) + In(e) = In(ex) (3.104)

V predchadzajucom ¥ahu predstavuje zaklad prirodzeného logaritmu, s hodnotou
priblizne 2.718. Interpretacia, ktord dostavametefga nasledovna: koeficiefit vyjadruje,

o ka’ko sa zmeni premenn@ak sa premennd zmeni 2.718-nasobne. Ta ista skowg’ sa
da vyjadri’ aj inak - koeficienp; vyjadruje, o kko sa zmeni premeniyaak sa premenng
zmeni 0 171.8 %, pretoze:

2.718*100 - 100 =171.8 (3.105)

NajcastejSie pouzivanym logaritmom je prirodzeny lagauis — ako je vidno, ten vSak
niekedy vedie KazSej interpretacii (pt® nas zaujima prave 171,8 % narast?). Namiesto
prirodzeného logaritmu preto mézeme pdulgaritmus s inym zakladom. Napriklad pri
zaklade 2 dostavame interpretaciu, ¢Km sa zmeni premenng ak sa premenn&
zdvojnasobi.

MbzZeme to otéit’ aj naopak — ak sa premermqameni oa € R percent, ako sa zmeni
premenng?

Povodna hodnota je, po zvySeni @ percent dostavame (a/A.00). Potom:

SiIn[(1 +a/100)x] = B1In(1 +a/100) +41In(x) (3.106)

Premenng; sa pria percentnej zmene premenmegmeni gb1In(1 +a/100).

Pre malé zmeng plati priblizny vzah:

In(1 +a/100)~ &/100 (3.107)

Preto je mozné koeficiert,/100 priblizne interpretovaako zmenu premenng;j pri

zmene premenngj o jedno percento.
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O log-linearnom modelhovorime, ak je v tvare:
In(yi) = Bo + Brxi +Uu; (3.108)
V tomto pripade nie je logaritmovana nezavisla,zéleisla premenna. Predchadzajici
vyraz je mozné prepisako:
y, = P AnT = gfbghiX g (3.109)
Ak by sme chceli pozmainterpretaciu koeficientys;, skisme zmetii hodnotu

premennek; o jednotku.
e,gOe,gl(xiﬂ)eui = PoePitBigh = gBighotBixHu :eﬂlyi (3.110)

Znamena to, Ze zmena hodnaty jednotku je sprevadzana zmernpe” -nasobne.

Podobne ako v predchadzajucom modeli, aj tu siryrbly odhad mbézeme pomdc

aproximaciou — pre malé hodngyje vyraze* priblizne rovny 1 +6;. Ak by sme napriklad
mali g, = 0.02, potom by jednotkova zmeRrabola sprevadzané°* nasobnou zmenoy,
pricom €% ~ 1.02, ¢ize by $lo o zmenu o priblizne dve percenta (skndohodnota je
priblizne 1.0202).
Log-logmodel mé tvar:
In(yi) = fo + paln(x;) +ui (3.111)
V tomto pripade su logaritmované obe premenné isl&aaj nezavisla. Tento model
je mozné ekvivalentne prepisdo tvaru:
y, = ePo+Bn(x )y — e50+ui+|n(xiﬁl) = ehotu eln(xi'gl) = ehotuy Xiﬁl (3.112)
KedZe vtomto modeli mame logaritmované obidve preréemrcom pre malé
zmeny je mozné logaritmy aproximavaercentualnymi zmenami, koeficiefif je mozné
(priblizne) interpretovia ako elasticituy; voci x; — vyjadruje priblizne, o Kiko percent sa

zmeni premenng ak sax; zmeni o percento.
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Obrazok 6: Priklad linearneho a log-log modelu

Zdroj: vlastné spracovanie

Obradzok 6 zobrazuje priklad, v ktorom je logaritkdic transformacia oboch
premennych uzitnd. PouZité Udaje vychadzaju z databé&ejnhardt v knizZnici car .
Databaza obsahuje Udaje o prijme per capita v UBDr&alite deti z obdobia rokov v obdobi
okolo roku 1970Lavacag’ obrazku predstavuje vah medzi oboma veéinami v pévodnom
tvare. Z obrazku je zrejmé ztv& nelinearita. Pravé&ag’ obrazku predstavuje vah oboch
premennych po ich logaritmickej transformacii. ikea vo vzorke n#alej vyskytuju odahlé
(extrémne) hodnoty, ktoré by analyzu mohli ovplyynije zrejmé, Ze logaritmicka
transformacia vedie k hodnotam, ktoré je moznéidgpdpiséa linearnym modelom.

Obrazok mbézeme v programe R vytyonasledovne:

> library(car)

> data(Leinhardt)

> par(family="serif")

> par(mar=c(5, 4, 0.3, 0.3))

> par(mfrow=c(1, 2))

> plot(Leinhardt$income, Leinhardt$infant, xlab="Pr ijem per
capita v USD", ylab="Mortalita na 1000 narodenych d eti")

> abline(Im(Leinhardt$infant~Leinhardt$income))

> InlIncome <- log(Leinhardt$income)

> InInfant <- log(Leinhardt$infant)

> plot(Inincome, Ininfant, xlab="Prijem per capita v USD (In)",
ylab="Mortalita na 1000 narodenych deti (In)")

> abline(Im(Ininfant~Inincome))
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Na tomto mieste priponiene eSte jeden spbsob, ako je mozné Specifikova
ekonometricky model. Ide o pouZitie takzvanych kadbrovych premennych (anglummy
variableg. Uvazujme nad modelom:

Yi = Bo + fiXia + B2Xiz Ui (3.113)

kde premenn&, je binarna, takze nadobuda len dve hodnoty — O labtinota O
nazov indikatorova premenna). Pozrime sa, aké rsedky zahrnutie takejto premennej do
modelu.

BeZnou indikatorovou premennou byva pohlavie. Porex] Ze by sme chceli
kvantifikova® model, v ktorom modelujeme ako zavisli premennusamg prijem
zamestnanca, premennxa zodpoveda p#iu rokov jeho praxe apremennd je binarna
premenna koédujuca pohlavie: polozime = 0 v pripade, ak respondene muz ax,=1
v pripade, ak je respondentarfena. Premennu pouzijeme ako beznu vysy@tu premennu
a model kvantifikujeme beznym spésobom. Ako intetggeme vysledok?

Ak by sme zobrali do avahy model, ktory dostavamemuzov X, = 0), tak zistime,

Ze je v tvare:

Yi = Bo + frXia + BXiz + Ui (3.114)
Yi = fo + B +ui (3.115)
Naproti tomu v pripade, ak je respondeniafena X, = 1), nadobudne model tvar:
Yi = Bo + frXia + BXiz + Ui (3.116)
Yi =fo+puxi + 2t U (3.117)

Oproti predchadzajucemu modelu pre muzskych respuond je rozdiel len
v dodat@nej konstantg,. Pod’a znamienka (a vyznamnosti) tohto koeficientu bip lmeozné
urcit, ¢i v ramci skimanej skupiny zamestnancov je priemeaat Zien nizsi, ako je plat

muzov. Indikatorova premenna potom umg2 kvantifikaciu efektu prislusnosti k skupine.

3.3 Odhad linearneho modelu

Predmetom tejto kapitoly je dohad linearneho moddliory sme si predstavili
v predchadzajucejasti. Vd'alSom texte uz budeme pracéwakmer vyhradne s maticovym
zapisom — pripomene preto, Ze zakladny model zapisujeme nasledovne:
y=Xp+u (3.118)
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Vo v&Sine pripadov pri empirickom vyskume vychadzame staacie, v ktorej
hradame v#ah medzi premennymi tvoriacimi matick a premennou, ktorej hodnoty sa
nachadzaju vo vektore Odhad samotny ma nielk@ krokov.

Prvym krokome vaba premennych modelu. Okrem zavislej premennejuktbceme
modelovd, je potrebné zvafinezavislé premenné, pomocou ktorych ju budemeeiieve’.
Plati, Ze ak do modelu nezaradime nejaku relevamtednennd, jej efekt séastaine stane
sikag’ou ndhodného poruchovélilenau. Ked'ze kazdy model je len abstrakciou reality, je
nasou snahou identifikovarelevantné premenné pre dany druh analyzy a vSeskgtne
faktory zanedbavame. Keée ich efekt nedokdzeme podsidipristupujeme k nim ako
k ndhodnej premennej (resp. k nahodnému vektoru).

Ako je mozné zvoti relevantné premenné? Moznosti je nidko V prvom rade je
hlavhym zdrojom pre vyber premennych dedukcia. Akvarame ekonometricky model,
spravidla je to za nejakym konkrétnymcelom - skimame nejaky problém,
a prostrednictvom kvantitativnej analyzy na vzork&om chceme rozhodiil V&Sina
problémov vychadza z ekonomickej tedrie: sprvasée spotrebitov mdze by na
makroekonomickej Urovni popisané tedriami spotrelyypbny proces v podniku méa svoje
zakonitosti, ndkupné spravanie v maloobchode mée szakonitosti. V&Sina problémov,
ktoré sa v praxi vyskytuju uz bola v minulosti skdma bd’ v rovnakych, alebo podobnych
podmienkach, a preto je mozné tieto informacie uz

Druhou mozno%ou ako identifikové vhodny model je pomocou explorativnych
technik — vyskdsanim réznych Specifikacii. V prigadk kvantifikujeme model, existuju
postupy, ktorymi je mozné ovéradekvatnas Specifikacie modelu. Ak ma poruchovien
obsahové vSetky efekty, ktoré v modeli explicitne nevystijfpua model je spravne
Specifikovany, tzn. Ziadnu relevantnd premennu smeynechali, potom by nahodréen
nemal obsahovaziadnu vyuZiténu informaciu, ktorou by bolo mozné model vylep#k je
nadhodny¢len sahrnom faktorov, ktoré neobsahuju systematiokorméaciu vo vZahu Ky,
potom je model asi Specifikovany spravne. Adekvsttdpecifikacie teda mézeme vySétnia
zaklade skamania nahodnych odchylok.

Ekonometrickéa teorid’alej definuje ukazovatele, ktoré popisuju kvalitodelu (napr.
koeficient determinacie a inforr@é kritéria). S ich pomocou je mozné porovriav@dzne
modely a vybréten, v ktorom je skimané premennaysvetlena lepSie.

Kym pristup k vyberu premennych na zéklade ekonkepitedrie bol deduktivny,

pristup zaloZeny na porovnavani modelov a skimahoanych odchylok je empiricky. Bez
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ohadu na to, ako vyber premennych realizujeme, jeepot v tejto faze zabezje Udaje za
vSetky zvolené premenné.

Druhym krokonje funkéna Specifikacia modelu, ktora vyberom premennydions.
Musime sa zaobeta otazkou, aky tvar zavislosti medzi zavislou vy$geanou
a vysvelujucou premennou chceme modelav® predchadzajucej kapitole sme si uviedli
niekd’ko moznosti, ako rozne mézu vyzéermodely, ktoré su linearne v parametroch —
moznosti je nekoriae vea.

Vyber funkinej Specifikacie (typu funkcie pre vyjadrenigje tieZ mozné realizova
podobne ako vyber premennych — na zaklade tedeleo ama zaklade empirického testovania.
Prikladom pre prvu kategoériu je napriklad’'va spotrebnej funkcie — existuju teérie, ktoré
predpokladaju funknl zavislog na disponibilnom déchodku, alebo permanentnom aidiain
a podobne. V zavislosti od teérie mbézu v modelitwgeva diskontované buduce prijmy
a iné vzahy. Priklad na vyber fugkého tvaru zalozeny na empirickom skiimani sme ividel
na konci predchadzajucej podkapitoly o log-log miod€ tomto pripade sa Veni ¢asto
vyuZiva grafické zobrazenie zavislosti dvoch premyeh, napriklad vo former-y grafu (angl.
scatterploj. V mnohych pripadoch je vhodné v tejto faze vyudiektora z vizualizénych
technik, aby bolo mozné lepSie porozutmizharakteru udajov, ktoré skimame — tymto
spbsobontasto vieme rozhodiito va’be vhodnej funénej Specifikacie.

Tretim krokomje kvantifikhcia modelu — ak mame k dispozicii jada funknu
Specifikaciu, mézeme pristipk odhadu parametrov modeu Odhad parametrov je mozné
realizova viacerymi metodami — né&gstejSie metdédou najmenSich Stvorcov, metddou
maximalnej vierohodnosti alebo metédou momentotejid publikacii sa budeme primarne
zaoberé metddou najmensich Stvorcov.

Stvrtym krokonje verifikacia modelu — potom, ako kvantifikujerm®del je potrebné
sa presvetit, ¢i je model korektny. To zdha kontrolu adekvatnosti Specifikacie, pripadne
posudenie kvality modelu tak, ako to bolo spominay&Sie — je totiz mozné, Ze ajdkege
model Specifikovany spravne, jeho schophosg/svetli hodnoty y méZze by nizka.
Verifikacia modelu je obzvI&S dblezita v pripade, ak zostavujeme model na zéklad
teoretickych modelov — je mozné, Ze pri verifikastime, Ze tedriou navrhovany model sa
na popisanie ¥ahov skiamanych premennych nehodi, resp. nie jevatlek co ma samo
osebe praktickl aj vedeckd hodnotu (teoreticky rhqa@om zrejme nezodpoveda realite

a vznika priestor na tvorbu nového).
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Piatymkrokomje vyuzitie kvantifikovaného modelu. Modely je nm@&vyuzt’ r6zne —
jednou z moznych aplikacii je predikcia, kde na ladé& vysvéiujlcich premennych
dokdzeme predikovahodnotu zavislej premennej. Predikciu je moZndizeeat’ tak na
Gdajoch v ramci vzorky (anglithin samplg alebo na Uudajoch mimo vzorky (angut of
sample forecadt Priklad na predikciu si je mozné predsfawakto: povedzme, Ze zostavime
model spotrebitiského spravania pri nakupe jogurtov. Ak na zaklederky odhadneme
model predikujici ndkupné spravanie sa zakaznikiame model, ktory je pouzitey aj na
osoby, ktoré neboli sag’ou vzorky. Ak by sme do takého modelu dosadili aksaristiky
noveho spotrebita, ktory sa na vzorke nepoti, mohli by sme pomocou modelu napriklad
predikova, ¢i si kupi jogurt, ktorého predaj sme analyzovali.

Druhou aplikaciou pre vyuZzitie kvantifikovaného netul je testovanie Statistickych
hypotéz. Hlavne zladiska empirického vyskumu je Iirei ¢asto kvantifikovany model ani
nie kvoli tomu, aby sme poznali presné hodnoty koeitov , ale aby sme pomocou nich
overili existenciu alebo neexistenciut@ahu medzi premennymi. V pripade spominanych
spotrebnych tedrii by nas napriklad mohlo zaujintigie preukazatné, Ze spotreba zavisi od
disponibilného prijmu. Tedria predpoklada, Ze ane tomu tak ale aj naozaj? Na overenie
tohto tvrdenia je mozné Specifikava kvantifikova® ekonometricky model, ktory by takéto

tvrdenie mohol vyvrati.

3.3.1 Vztah ekonometrického modelu a jeho odhadu

Kym pristipime Kk popisu estimiaych procedur, ktoré umadju kvantifikova
Specifikovany ekonometricky model, je potrebné v vztah medzi ekonometrickym
modelom a jeho odhadom. Rozdiel medzi nimi je dbleZ je nutné vediemedzi nimi jasne
rozliSova’. Z dévodu vyznamu toht@enenia venujeme vysvetleniu samostatnu podkapitolu

Zatia’ sme sa rozdielom medzi modelom a jeho odhadom mé&nmevenovali — model
bol pre nas vzdy len jeden. V skamosti si pod definiciou uvedenou vysSie predstavaeje
Specifikaciu modelu, ktory plati pri tdajoch zalcpbpuléciu.

Podobne ako v induktivnej Statistike rozliSujemerkm a populaciu. Chapanie pojmu
vzorka je jednoduché — ak mame Kk dispozicii udaje respondentov pri prieskume,
respondenti tvoria vzorku. Ak modelujemetah medzi nastavenim vstupnych parametrov
vyrobného procesu a jeho vystupmi, potom moéze wegniedstavova séria experimentov,

ktoré vykoname s rdznymi vstupnymi parametrami.
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Definovanie populacie méze Hy nieo nar@nejSie. Niektoré priklady su jednoduché
— ak skumame preferencie spotrefote pri nadkupe jogurtov v ramci &itého Gzemia
(Slovenska), populaciu mézu tvbrsetci kupujuci.

V pripadecasovych radov je situacia o tetazsSia. Ak by sme realizovali prieskum
na 100 respondentoch, ktori by tvorili vzorku, tfakasné, Ze vyberame l€as’ z populacie
a snazime sa zovSeobeatmysledky na cellu populaciu. Ak vS8ak mame naprikiasbvy rad
tykajuci sa HDP na obyvdta, a od vzniku SR mame len 2&mgch udajov, mdze vyvsta
otazka: ide o vzorku, alebo populaciu? Kym pri 8tdoljogurtoch je jasné, Ze 100
respondentov je len matag’ celku (populacie), v akom zmysle je vzorkou 20jod@ HDP
—¢o presne je populaciou, ak existuje len tych 2gav®a

V pripade ¢asovych radov existuje rozsiahla rozpracovand dearich analyze
a modelovani, ktora je dobsnar@na. ZjednoduSene si to preto predstavme tak, Zze ak
modelujeme podobné veéiny, predpokladame, Ze ak sa premenné riadili iyepafozdelenim
v minulosti, budl sa nim riatiaj v buddcnosti. Z tohto padu mame k dispozicii tiez len
vzorku — 20 Uudajov z populécie, ktord #ighh minulé aj budice pozorovania. Tento
predpoklad je pomerne restriktivny, ale naterazrgim vystaime — presnejSia odpodey si
vyZzadovalad'alSie vedomosti z tedried@sovych radoch. Zatige doélezité len pochopiZze aj
v tomto pripade je moZné na hodnoty premennychraia&o na vzorku.

Model v tvare, ako sme si ho definovali vyssig, ¥.tvare:

y=XB+u (3.119)
budeme povazovaza hypoteticky model, o ktorom sme presied, Ze plati v ramci
skumanej populacie. Tento model povaZzujeme za yprawodel, ktorého parametrp sa
snazime odhadiit Tento model je ,pravy” v tom zmysle, pesi dané & obsahuje prave tie
premenné, ktoré maju vo tahu vystupova (Specifikacia je spravna). Tento model v praxi
prakticky nikdy nepozname.

VSimnime si, Ze vtomto — nazvime ho pogmam — modeli stéle existuje nahodny
poruchovy¢len. Predpoklada sa preto, Ze aj keby sme malspodicii vSetky jednotky
Z populacie, véah medzi aX nie je presny — vzdy existuju medza X p nejaké odchylky.

Ako uz bolo povedané, tento model prakticky nikaéypozname. Spravidla je to dané
tym, Ze nemame k dispozicii celt populaciu, alevearku. Hne’ prvou chybou, ktorej sa
mébzeme dopustipri ekonometrickom modelovani je chyba Specifigaciodelu (nemusime

do maticeX spravne identifikovia vSetky premenné, resp. nespravné&me funkny tvar
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zavislosti). Ke'ze tomuto problému sme sa uz venovali, predpokiaeldjalej, Ze model
mame Specifikovany spravne.

Povedzme, Ze na zaklade vzorky odhadneme parafheiey sme rozliSili skuténé
a odhadované hodnoty, oznge odhadnuté hodnoty symbolmﬁh. Model, ktory takto
dostaneme, budeme zapistveasledovne:

y=Xp+e (3.120)

V zapise si vSimnime niek&o skut@nosti. V prvom rade vidime, Ze vektgr
a maticaX zostali nezmenené — nenahradzali sme ich syml=mnsirieSkou. Je to preto, Ze
skumanim vzorky ziskavame ském@ hodnotyy, ktorym prislichaju skutmé hodnotyX.
Oproti popul@énému modelu ich je vS8ak menej — ide o vzorku. Taxtynby bolo asi mozné
ozn&it’ tieto matice inak, ale vo véine webnic ekonometrie sa tak nerobi, priklonime sa
preto k zazitej konvencii. Predstéwsi to mézeme aj tak, Zze ak by sme mali tie istajeid
ktoré sa nachadzaju vo vzorke, potom lfzodopuléného modelu by pre ne plati(8.119)
My vSak len na zaklade vzorky nedokdZzeme odhagopulany model presne — dostdvame
preto(3.120)

Ako uZ bolo povedané, nahradzame neznamy vektaSim odhadonﬁ . Ked’Ze pri
nasom odhade pravdepodolfhe ﬁ , rozdielyy—Xﬁ nebudu rovné. Ozn&ujeme ich preto
e. Prvky vektora nazyvameeziduda vektore nazyvame vektorom rezidui. Hodnoty vektora
Xﬁ nazyvamevyrovnané hodnotfangl.fitted valuespredicted valugsa ozn&ujeme ich aj
§. Predstavuju ndS odhad hodngtrezidud \e predstavuju chybu ndSho odhadu. Model
(3.120) nazyvame regresnym modelom. Pomocou koeficieﬁtuje mozné definoua
nadrovinu (priamku v rovine, rovinu v trojrozmerngmiestore a pod.), giom vyrovhané
hodnoty y :Xﬁ vSetky leZia v tejto tzv. regresnej nadrovine. Beaie je mozné povazova

aj za odchylky skutinych hodn6t od regresnej nadroviny.

3.3.2 O0dhad modelu metédou najmensich stvorcov

Z predchadzajucej podkapitoly vieme, Ze naSimlocre pri ekonometrickom
modelovani bude odhadnkoeficienty p pomocou vektora odhado[sA’v. Namiesto pravého
popula&ného modelu:

y=Xp+u (3.121)
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mame model:
y=Xp+e (3.122)
Vyrovnané hodnoty sme si ozfilaako:
§=XB (3.123)
Stale sme si vSak nevysvetlili, ako vyftat odhacfi .

Ideélne by bolo, ak by sme vedeli vyjtat’' priamo vektorp. Tak ako to ale pri
vyberovom skdmani byva, je l€azko mozné &kava, Ze dostaneme zhodou okolnosti taku
vzorku, Ze naS odhad bude Uplne presny. Nech by amezorky pditali akukdvek
charakteristiku, w&inou aj pridanim jedného pozorovania do vzorky \sgerové
charakteristiky budd metiMusime teda akceptotiaze nas odhad presny nebude.

Podobne ako tomu je v Statistike, je mozné tapsioula&nu charakteristiku (v naSom
pripade regresné paramefgg odhadové réznymi bodovymi odhadmi. Otazkou je, ako
definova’ kritérium pre vyber odhadu — ktory odhad povamgeza dobry?

Metdda najmenSich Stvorcovychadza z porovnania skdty/ch a vyrovnanych
hodnot zavislej premennej. Skate hodnoty tvoria zlozky vektora Odhad tychto hodnoét
spaitany na zéaklade modelu ¢ Ak by naS model presne popisoval zavisli premgnnu
odchylky medzi skuttnymi a vyrovnanymi hodnotami by mali thynalé, ideélne nulové.

Pri va’be odhadu by sme preto mohli postupbtek, Ze by smeliadali taky vektor

odhadO\ﬁ , pri ktorom budd odchylky:
y-§=y-Xp=e (3.124)
¢o najmensie. Priponiene, Ze spominané odchylky skéngch a vyrovnanych hodnét
ozna&ujeme ako rezidua. NaSou snahou by potom mohlariyimalizova’ rezidua.

Musime vSak by presnejSi — zrejme ak by sme sa snazili naprigladnimalizaciu
st&tu prvkove, alebo minimalizaciu priemeru rezidui, model byrespnal nade predstavy —
ak by bola priemerna odchylka 29 ¢o je vé'mi velké zapornéislo, je zrejmé, Ze chyba
odhadu by bola obrovska, aj&kedchylka by bola zaporna (teda ,mala”“ — bola by& ako
nula).

TaktieZ si uvedomme, aky by malo dbésledok, ak by sta vyrovnané hodnoty
dosadili priemernu hodnotu zloZigk SiEet rezidui sa da maticovo zapisgtakto:

deg=te (3.125)
i=1
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V tomto vz’ahu ozn&ujeme vektor rezidw = (e, &, ...,e,), 6 ERprei =1, 2, ...n,
pocet pozorovani jen € N a vektor je vektor sn zloZzkami, vSetkymi rovny jednej (K&e
pojmom jednotkovy vektor sa v linearnej algebre Iinysy typ vektora, budeme nazyva
vektorom jednotiek).

Odtid’ priemerna hodnota rezidui je:

1< 1
“Yea==r'e (3.126)
ns n
Ak by sme z& zvolili vektor:
1 n
7=7l=(—zyi } (3.127)
N

teda vektor, ktory mé zloziek a kazda z nich je rovna priemernej hodradtiek

vektoray, potom by sme pre 8ét odchylok rezidui dostali:

ve=1"(y-9) (3.128)
= (y-y) (3.129)
=1"(y-wn) (3.130)

V druhom riadku sme z@adosadiliy, zaco sme zasa v tfem riadku dosadiliyr . Po

roznasobeni dostavame:

v (y—)_/l):1Ty—lT N (3.131)
=vy-yi" (3.132)
=1y -yn (3.133)

V druhom riadku sme vyuzili fakt, Ze nasobenie magialnymc¢islom je asociativne

a komutativne. V poslednom riadku sme vyuZili skotw’, Ze:

1
. 1
vi=(1L..]) . [=n (3.134)
1
KedZe'y = ny, dostavame:
Vy-yn=ry-yn=0 (3.135)
potom ale:
Ve=1"(y-y)=0 (3.136)
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Vorba y=y teda vedie k nulovym priemernym odchylkam, nulovpnemernym

reziduam. Takyto vysledok znie pomerne atraktivnelevé priemerné odchylky znamenaju,

Ze v priemere dostavame ,spravne vysledky"“.
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Obrazok 7: Odhad pomocou priemeriligwo) a pomocou regresnej priamky (vpravo)

Zdroj: vlastné spracovanie

> set.seed(12345)

> par(family = "serif")

> par(mar = c(5, 4, 0.3, 0.3))

> par(mfrow = c(1, 2))

>x<-1:30

>y <- 1.2*x + rnorm(length(x), 0, 1)
> plot(x, y)

> abline(h = mean(y), lwd = 2)

> text(27, 18, expression(bar("y")))

> plot(x, y)
> abline(Im(y ~ x), Iwd =2)
> text(24, 24, expression(y == beta[0] + beta[1] * X))

Obrazok 7 nam zobrazuje, ako by ale takattbaomohla graficky vyzeraV ravej
casti obrazku je zobrazemyy graf idajov, spolu s konStantnou priamkou zodpajiesbu y .
Je vidie’, Ze priemerna hodnota nevyjadruje zaviglogedzi premennymk ay. Pravacas’
obrazku popisuje rovnaké Udaje, ale tentoraz jeid@uegresna priamka @ena metédou
najmensich Stvorcov, ktorej sa budeme veri@aachvfu), nie konstanta. V tomto pripade je

vyrovnanie o das zmysluplnejSie — naSim d¢iem preto nebude uspokbjsa s priemernou
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hodnotou, ale pokugisa odhadnil regresnu priamku, ktora by popisovalatatlz medzi
premennymi lepSie.

Nulové priemerné rezidua sme dostali v pripade,sale pouZili na vyrovnanie
priemer zavislej premennej z toho doévodu, Ze alabrazku vidno,éag’ udajov je pod
priamkou zodpovedajucou priemerda®’ je nadnou. Dochadza k tomu, Ze odchylky-y
su vlavejcasti grafu zaporné a v pravigsti kladné. Pre mabkésa hodnoty nachadzaju pod
priemerom, pre vysoké nad nim. Ztohto dévodu savgpocte priemernej odchylky
kompenzuju kladné odchylky so zapornymi, a prieraerdchylka je nulova.

Namiesto stratégie, pri ktorej poZzadujeme malUumpet odchylku by sme mohli
poZzadové, aby sa akakiek odchylka (kladnéi zapornd) povazovala za nezelanu odchylku
— aby sa odchylky medzi sebou nemohli kompenzoady sme vyldili podobny pripad,

mohli by sme minimalizowas&et absolutnych hodnét rezidui:

> Jal (3.137)
i=1

Tento spb6sob — odhad regresnych koeficierfiozgaloZzeny na minimalizacii $tu
(alebo priemeru) absolutnych odchylok rezidui -naazaj zvykne vyuZita a pouziva sa
prei ozn&enierobustnd regresidangl. robust regression). Je vyubitg hlavne v pripade, ak
su poruSené predpoklady modelu (konkrétne tzv.rbstedasticita), alebo v pripade, ak su
v skimanom subore pritomné extrémne hodnoty, ktanéjakych dévodov nie je vhodné
odstranf a pokr&ova’ v analyze bez nich.

NajcastejSie vyuzivanym kritériom je vSak minimalizasi@&tu Stvorcov (druhych
mocnin) rezidui — metéda sa preto vola metéda ndjak Stvorcov (anglordinary least

squares OLS). Kritérium v tomto pripade mbzeme vyjadako:
&
i €
2.8 =Ee,..8) |=c'e (3.138)

i=1
&

Pri metdde najmenSich Stvorcov poZadujeme, aby\sgrheali model, pri ktorom je
set Stvorcov rezidui najmensi. Ako taky model njjed@rdvedomme si, Ze na to, aby sme
popisali model v poZzadovanom tvare nantistejs’ vektor [3 - tymto vektorom je Uplne
dany vz'ah vysvelujacich a vysvdibvanych premennych. V skudtwosti je vektor rezidué

funkciou neznameho vektorfa — v zavislosti od toho, aké koeficienty zvolimesthneme
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vel'ké alebo malé rezidua. Podmienka o minimalizdearg§ov rezidui je preto podmienkou
tykajucou sa odhadu regresnych parametrov. Nazsirmezidua a Stvorce rezidui mézeme

ukaza na nasledujucom obrazku (Obrazok 8).
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Obrazok 8 Vizualizacia Stvorcov rezidui
Zdroj: vlastné spracovanie v programe R
>x<-1:10
>y <- x*0.3 + round(rnorm(10, 0, 0.5), 2)
> dev.off()

> par(mfrow = ¢(2,1))

> par(cex = 0.6)

> par(mar =c¢(2.4, 0, 1.2, 0.1), oma = c(2, 4.0, 0. 5, 0.5))
> par(tcl = -0.25)

> par(mgp = c(2, 0.6, 0))

> model <- Im(y~x)

> plot(y~x, pch = 19, xlim = ¢(1, 11), xaxt = "n")

> abline(model, col = "red", lwd = 2)

> segments(x0 = 1:10, yO0 = fitted(model), x1 = 1:10 ,yl=y, col
="black", Ity = 1, lwd = 1)
>legend(y = 3.0, x =1, yjust=0.5, cex=1.5, le gend =

c("Rezidua"), col = "black”, lwd = 1.5, bty ="n")
> mtext("y", side = 2, line = 1.9)
> mtext("x", side = 1, line = 1.9)
> axis(1, cex.axis = 1.5, at = 1:10)
> plot(y~x, pch = 19, xlim = ¢(1, 11), xaxt = "n")
> abline(model, col = "red", lwd = 2)
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> rect(1:10, fitted(model), 1:10+abs(resid(model)) , 'Y, density

=10, angle = 45, col = NULL, border = TRUE, Ity = 1, lwd =1)
> legend(y = 3.0, x =1, yjust = 0.5, cex = 1.5, le gend =
c("Stvorce rezidui"), col = "black”, lwd = 1.5, bty ="n")

> mtext("y", side = 2, line = 1.9)
> mtext("x", side = 1, line = 1.9)
> axis(1, cex.axis = 1.5, at = 1:10)

Nazorne si to mdéZzeme ukdzak vyuzijeme definiciu rezidui z rovnige= Xﬁ +e
Odtid™:
e=y-Xp (3.139)
Po dosadeni datélovej funkcie dostavame:
e'e=(y-XB)" (y ~XB) (3.140)
Dalej pouzijeme pravidla pre operéacie s maticamirésme popisali v podkapitolach
1.3.1 az 1.3.3. Najprv transponujeme matice v raejorke a dostaneme:
(v =XB)" (y=XB)=(y" ~B"XT)(y - XP) (3.141)
Vyrazy v zatvorkach roznasobime, qmin je treba dawapozor na to, Ze nasobenie

matic nie je komutativne — rozliSujeme nasobenravepa nasobenied’ava, poradie matic

preto nemézemiubovd’ne ment':
(V" =B"XT)(y-XB)=y"y -y XB-BTXTy +BTX"XB (3.142)

V&imnime si teraz maticg" Xp a "Xy . Viyrazy nie len Ze obsahuiju tie isté vektory,
ale mézeme si vSimrize plati:

(yTxﬁ)T —pTXTy (3.143)

Matice dané predchadzajucimicgimi su navzajom transponované. V skunosti
toho maju spoléného esSte viac — aby sme sa o tom praskedverme rozmery (dimenziu)
oboch matic.

V predchadzajucich podkapitolach sme si zaviedlticogy zapis pre Specifikiciu
modelu. Ukazali sme si, Ze matieaje rozmerun x (kK + 1), vektory ma rozmerm x 1
a vektorﬁ ma rozmerK + 1) x 1. Potom siin yTXﬁ je si&inom matic/vektorov s rozmermi
1xnnx((k+1)ak+1) x 1. Po vynasobeni matic dostdvame ,matioafmeru 1 x 1¢ize

obycajné realn&islo.
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V pripade s&inu X"y nasobime matice/vektory o rozmeroch 1kx(1), k + 1)
xnan x 1. Vysledkom je opgérealnecislo. Kael'Zze obidva stiny maju za vysledok realne
¢islo, a su jeden k druhému transponované, ide wo&hkaosti o to ist&islo. Plati preto:

y' Xp=p"X"y (3.144)

Ak sa vratime ku wéahu (3.142) a dosadime za vyraz™Xp vyraz "Xy,
dostaneme:

YTy =y XB-BTXTy +BTXTXB =yTy - 2B"Xy +B"XXB (3.145)

Sériou ekvivalentnych Gprav sme dostali rouhos

de=yTy-28"X"y +B X" XB (3.146)

Nasim ci¢om bolo minimalizova e'e, ak menimeﬁ . Pri Hladani extrémov sa bezne
pouzivaju prvé derivacie, ktoré kladieme rovné nulgtn4 podmienka existencie extrému).
V naSom pripade by iSlo o parcialne derivacie k@ed k + 1 parcialnych derivécii, ktoré by
sme museli poloZirovné nule ariegiako systém rovnic. M6Zeme vSak efektivne wuzi
poznatky o maticovych derivaciach, ktoré sme uvhdzeapitole 1.3.6. Chceme vypitat’:

de'e
op

MbdZeme postupo¥apo jednotlivych vyrazoch. Derivacidy pod’a ﬁ bude nulovym

(3.147)

vektorom — hodnoty su hodnoty ziskané zo vzorky a nie su funkcfbu Ide o situaciu
podobnu tej, ké& derivujeme konstantu — vysledok je nulovy.
Druhym vyrazom je- 2" X"y . Pod'a kapitoly 1.3.6. plati:
ol-28"Xy)
gﬁ Y] = _oxTy (3.148)

Poslednym vyrazom jeﬁTXTXﬁ, ¢o je vlastne kvadraticka forma. Matica, ktoru

dostaneme sinom X "X je symetricka maticaso méZeme jednoducho overi

(xTx) =xx (3.149)
Pre derivaciu potom plati:
alpTXTXB -
% b =2X"Xp (3.150)

Pre derivacie'e potom dostavame:
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de'e

—=-2XTy+2X"XpB (3.151)
op
Pre splnenie nutnej podmienky existencie extrémijildog’ parcialne derivacie rovné
nulam,gize:
—-2XTy+2XTXp=0 (3.152)
odtid
XTXp=X"y (3.153)

V poslednom kroku sme dostali maticova rovnicu,towr& by sme potrebovali
osamostatiii vektor ﬁ Pokid je maticaX™X regularna, existuje k nej inverzna matica,

ktorou by sme celld rovnicu mohli prenagbkiava. Toto je jeden Z'lkicovych krokov pri
postupe stanovenia odhadu regresného modelu —qookandzeme len v pripade, ak matica
XX nie je singularna. Tento predpoklad budeme uwuidaja neskér pri popisovani
podmienok, ktoré na model kladieme. V texte sa meleaobenalen pripadmi, ak inverzna
matica existuje. Na tomto mieste to pripominamesrgapreto, Ze tu mbéZzeme jasne vidie
dosledky nesplnenia tohto predpokladu — ak je madcX singularna, nedokaZeme
jednoznéne vypaita hodnotu odhadov regresnych koeficientovéom nas mobze
informova’ aj vystup zo Statistického software.

Pokid’ je maticaX'X regularna, méZeme prenasbbiava celd rovnicu maticou k nej

inverznou:
(xx ) xTxp = (xTx ) xTy (3.154)
Stinom navzajom inverznych mat{x™x )™ aX"X bude jednotkova matica. Akého
bude radu? Kéze maticaX je radun x (k + 1), potom je vysledok sinu XX Stvorcovou
maticou raduk + 1) x k + 1). Inverzna matica K'X bude tie? $tvorcova matica rovnakého
radu. Budeme teda ME{XTX)_lXTX =1,,,. Ked'Ze z vlastnosti jednotkovej mati¢e, f =,
z rovnice dostavame:
B=(x"x)"xTy (3.155)
Uvedeny vrah je konéne vyrazom, ktory vieme vyuZina vyp@&et odhadu
regresnych koeficientofz . Umoziuje nam vypeitat’ koeficientyﬁ , ktoré maju vlastna’s ze

vedu k najmenSej sume Stvorcov rezidui modelu. olrd uvedeny vysSie obsahuje v prave;j

casti zobrazenie priamky, ktora bola v¢fiana prave pomocou metédy najmensich Stvorcov.

154



3.3.3 Predpoklady linearneho modelu

V predchadzajucej podkapitole sme si ukazali odaadesz’ahu, ktory je mozné
pouzi’ na odhad regresnych koeficientov linearneho mod&ho bolo nazn&né v kapitole
venovanej formulovaniu ekonometrickych modelovimiecasto odhadujeme ekonometrické
modely nie len za delom vypc@tu ich koeficientov, ale aj za¢élom testovania hypotéz
0 existencii, resp. neexistencii t@hov medzi vysvébvanou premennou a vysvejicimi
premennymi. Odhad pomocou metédy najmenSich Stvormkladol na vypéet Ziadne
zdsadné podmienky — jedinym predpokladom, s ktesgme sa zatlastretli, bola regularndgs
matice X 'X. V pripade, ak chceme ekonometricky model pouwina @ely induktivnej
Statistiky, t. j. na overovanie hypotéz a zovSedbeanie vysledkov zo vzorky na populaciu
(¢o sa deje vo uEine pripadov), je potrebné na model RKldsdat@né predpoklady.

Prvym predpokladorsu nulové stredné hodnoty zloZiek vektora naholmpgrichu.
Tento predpoklad méZzeme zapisasledovne:

E(u) =0 (3.156)

PoZiadavka na nulova strednt hodnotu zloziek vektaahodnych poriuch sa da
vysvetlit tak, Ze dakdvame, Ze hodnotysystematickym spésobom neovpiyy hodnotyy.
Niekedy su hodnoty poruchovéhtiena kladné, niekedy zaporné, ale v priemere je ich
hodnota nulova. Dosledky poruSenia tohto predpaklagtbyvaju vEmi vazne — ak
Specifikujeme ekonometricky model tak, Ze obsahamjjekonstantu fo), jej odhad bude
skresleny. V ekonometrickych modelochl’'mé ¢asto konStant#, nema vyznamnu ulohu.
Vacsinou analyzujeme vahy vysvelfujacich veltin a vysveiovanej, préom konStantny
¢len nema Rucovu interpretaciu.

Dal3im dévodom, pre ktory niekedy pre nas konstadlEy nie je vémi smerodajny
je ten, ze v pripade, ak nadobudaju vyhwjéice premenné Vké hodnoty, nebyva odhad
konStantnéhdlena vémi presny. Uvéme si hypoteticky priklad pre takato situéciu.

Povedzme, Ze skimame ziskowagavebnych firiem (zavisla premenna) oditpo
kilometrov didnic, ktoré firmy postavili za poslednych 10 rokdVech v naSom priklade
firma s najmenSim @oom kilometrov postavila 80 km diaic a naopak maximum nech bolo
120 km. O¢com by vypovedal konStantriyen?

Pripomeéme, Ze interpretacia konsStantnéblena suvisi z geometrickeéhd’adiska
s priesénikom s osoly v pripade, ak je vysvjuca premenna nulova. V nasom priklade by

to znamenalo, Ze koeficiefi§ predstavuje odhad ziskovosti stavebnej firmy, &toepostavila

155



za poslednych 10 rokov ani kilometer ltiec. Uvedomme si, vzorka pre takato firmu nie je
reprezentativna — vo vzorke mame len firmy, ktow#’'rdce stavaju. O firmach, ktoré ich
nestavaju, zo vzorky neviemecniAj nds odhad zisku firiem, ktoré nestavajurdiee, preto
na zaklade nasej vzorky asi nebudénvespdahlivy. Ak sme si tejto skutmosti vedomi
vopred, nebudeme zrejme konStantnéfiemu prikladd vel’ka vahu. Prvy predpoklad preto
nie je kriticky.

Druhy predpoklad kladeny na linearny model je mozné vyjadralgebraicky
nasledovne:

E(uu’) =41, (3.157)
kdeo” € R+,

Kym prvy predpoklad nebol Z'hdiska vyuZivania linearnych modelov zasadny,
druhy predpoklad je IKicovy a budeme mu venowanany priestor. Kym sa dostaneme
k vysvetleniu jeho doélezitosti, musime najprv vytiiveco viastne hovori.

Pripomaéme (kapitola 3.1.3), Ze variamo-kovariagkna maticu nahodného vektora

u mézeme zapisdakto:
var) = E((u —E@U))u- E(u))T) (3.158)
KedZe poda prvého predpokladu pre linearny model uvedenépSi# mame
E(u) =0, plati:
var@) = E{(u - Ew)(u-Ew)' )= E{u-0)u-0)" )= EluuT) (3.159)
Z toho vidime, Ze druhy predpoklad linedrneho mod@ vilastne vyrokom

o variartno-kovariatnej matici varg). Druhy predpoklad hovori, Ze vartamo-kovariagna

matica vektoras ma tento tvar:

g’ 0 0
0 o2 - 0

varu) = : Lo (3.160)
0 0 .- g%

Pripoma@ime, Ze prvky hlavnej diagonaly variamo-kovariagnej matice vektora
predstavuju rozptyly zloziek tohto vektora. & prvky na hlavnej diagonale su rovnake,
druhy predpoklad poZaduje, aby porucha¥eny mali rovnaky rozptyl. Tato pozZiadavku
mbzeme povaZzovaza beznu pri vyuZivani induktivnej Statistiky —d&e Statistika vie

skuama len hromadné javy, je potrebné, aby vSetky pwkyali rovnaky rozptyl.
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V predchadzajucefasti sme si vysvetlili, Ze pri kvantifikovani ekanetrickych
modelov potrebujeme vyuZigaparat induktivnej Statistiky, pretoZe pri skimaaivzorke
potrebujeme rozliSidva efekty: efekt, ktory je dany tahom vysvdiovanej a vysvétjucich
premennych, a efekt nahodnélitena. Uctite by bolo nezZiaduce prehlésize medzi
premennymi existuje ¥ah, kel v skut@nosti ide o nahodu. Aby sme posudili vplyv
nahodného poruchovéhidena, potrebujeme sanom ,dozvedi€ viac* — pokid méa kazda
zlozka nahodnéhdlena ten isty rozptyl, dava nam to moznhasihadnéi jeho vékos’

a s prihliadnutim k nemu postidii vysledky dosiahnuté kvantifikaciou modelu mézu’ by
vysledkom nahody. PozZiadavka na konsStantny rozpiov u je dblezita hlavne zlladiska
moznosti posudenia vyznamnosti vysledkov modeluzidéavka na konsStantny rozptyl
zloziek vektorau sa oznéuje aj ako podmienka homoskedasticity.

V druhom predpoklade je vSak zahrnuta eSte jedutsios’. Pri definicii variaino-
kovariartnej matice sme uviedli, Ze mimodiagonalne prvkyiar@no-kovariagnej matice
predstavuji kovariancie medzi zlozkami nahodnéhdtora. KelZze poda druhého
predpokladu su mimodiagonalne prvky nulové, znamemaze pozadujeme, aby boli
nekorelované.

PoZiadavka na nekorelovarmiana rézny vyznam pri prierezovych udajoctaaovych
radoch. Pri prierezovych Udajoch skimame hodnotyzae Statistické jednotky v tom istom
case. Nekorelovan@spri prierezovych Gdajoch pozaduje, aby nahodndbahyktora sa
vyskytne u jednej Statistickej jednotky nebola kavana s chybou, ktora vznikne pri ingj
Statistickej jednotkeé.Pri asovych radoch je situacia odlina — tam jednottieéky vektora
u suvisia s vyvojom ¥ase. Tu jdahké si predstatj Ze ak existuje v nejakottase nahodna
chyba, chyba v nasledujicom pozorovani moéZenvé&ahko savisié s predchadzajucowp
by bolo poruSenim nasho predpokladu. Pri definidhodného poruchovéhidena sme
uviedli, Ze ho vytvaraju vSetky ostatné faktoryprét sme nezahrnuli do modelu. Ak by sme
do modelu nepridali nejaki premenna, ktor4 je pudsét jej efekt by sa mohol prejavi
v poruchovonxlene. Napriklad by sa mohlo st&e zaporné hodnoty poruchovéhiena su
sprevadzané aj naslednymi zapornymi hodnotamia@nid hodnoty systematickyalSimi
kladnymi hodnotami. Kym autokorelacia je pri ekonckych casovych radoch Veni bezny
jav, linearny model tak, ako sme si ho opisali,dpaklada jej absenciu pri poruchovom

¢lene. Z toho vyplyva, Ze tento model nie j¢mevhodny pre vé&inu¢asovych radov — toto

! Tomuto problému sa hovori aj priestorova korelaeiviak v tejto publikacii sa tomu problému nelpoele

blizSie venovéa
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je jeden z hlavnych dbévodov, @ predstavuje analyzéasovych radov pomerne Rk
samostatny celok v rdmci ekonometrie. Vznikol z@ly pracové s modelmi, pri ktorych je
tento predpokladasto poruseny.

Tretim predpokladorje poziadavka, aby bola matiZadeterministicka. Doposissme
sa pri popise modelu zaoberali len jednou stoctkamii veltinou, ktorou bol nahodny
poruchovy¢len u (v skut@nosti bol v désledku nahodnostinahodnym aj vektoy, e a y).
Treti predpoklad poZaduje, aby nahodnou nebolacantiCo to znamena, ak matidanie je
nahodna, si mézeme vysvétina vémi zjednodusenom priklade. Povedzme, Ze vo vzorke
mame niekdko podnikov (alebo respondentov). Mati¥aobsahuje hodnoty premennych,
ktoré na nich vo vzorke sledujeme — ich vybrané&alktaristiky. Predpoklad o tom, Ze matica
X nie je ndhodna znamena aj to, Ze ak by sme sadmeko respondenta opytali n&itir
jeho charakteristiku (napriklad vysledok hospod@rera rok 2012), dostaneme tu istu
odpovef, a to bez ofadu na to, kiko krat by sme sa pytali — odpaldy bola stale rovnaka,
konStantna (deterministickd). Ak sa respondentatawpg na rok jeho narodenia,
predpokladame, Ze ani tento sa nebude fthapkeby sme sa fgytali opakovane.

Treti predpoklad hovori, Ze pri modeli neuvazujeongtuaciach, kedy by sa ta ista
charakteristika u toho istého respondenta mohlaitinerbola by nadhodna, Bge by sme
nevedeli, akad bude odpaleak by sme sa pytali opakovane. Samozrejme, éjdasituacie
sa vrealite stavaju anie jazké vymyslié kontrapriklad. Model, ktorym sa budeme
zaoberd ale vychadza z deterministickej matke

Stvrty predpoklada opé tyka maticeX. MéZeme ho vyjadtinasledovne:

h(X)=k+1 A k+1<n (3.161)

Predpoklad ma ofiavecasti: prvatags’ hovori, Ze hodnasmaticeX jek + 1, kdek je
pocet vysvetujucich premennych. S dovodom pre tento predpokiad sa uz stretli — ak je
hodnos maticeX rovnak + 1, bude s&in X"X regularnou maticou, tym padom bud& kX

existova inverzna matica anasledne bude mozZné &iyadb odhad vektorapp ako

[}:(XTX)_ley. Podobne druhacas’ predpokladu hovori, ze pet odhadovanych

...

l'ahko overf a je na nés, aby sme analyzu realizovali tak pabgipoklad nebol poruseny.

2V skuta&nosti ekonometria rozobera aj situaciu, akXenahodna matica — poltiasti splnené uité

podmienky, vysledky su takmer totozné s tymi, kteigkame pre deterministickl matieu V podobnej
forme moze plati napriklad aj tzv. Gauss-Markovova podmienka. Rerabpreto budeme len pripad s
konStantnou maticoX.
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Uved'me si jeden spdsob, ako mdze ddgporuseniu tohto predpokladu. Povedzme,
Ze do modelu by sme chcelitdai premenné za kazdého respondenta éefpsynov, poet
dcér a poet deti celkom. V takomto pripa#te= 3 a hodnasmaticeX by mala by k + 1 = 4.
My v3ak vieme, Ze hodntsnatice bude mensia — je zrejmé, Apest matice zodpovedajuci
poctom deti spolu je stiom predchadzajlcich dvocHmtov (p@&et synov a dcér) a teda tieto

tri stipce su linearne zavislé. Stvrty predpoklad takt® jei spineny — maticX'X bude
singularna a odhaﬁ nebude mozné vygdat'.

Podobny priklad vznikd, ak by sme chceli na vzogednikov pouz ako
vysvet'ujuce premenné vysku vynosov, vysSku nakladov awyskku. Kel'Ze zisk ziskame
ako vynosy minus nakladyjste maticeX budi linearne zavislé a model dpiebude mozné
vypoitat'.

Kym predchadzajuce predpoklady predstavuju sigsti, nad ktorymi mame pri
vyskume malu kontrolu, splnenie tohto predpoklagdnpzna&ne spada na tvorcu modelu.
Ked’Ze nam pripadné poruSenie modelu Statisticky softdy oznami, je jednoduché chybu
opravit’ — spravidla je potrebné vynechaiektorti z premennych, ktoré su linearne zavislé.

Problém s druhogag’ou predpokladu je tieZ v kompetencii tvorcu modelak mame
10 pozorovani, asi nebude mozné odh&drmidnotu 20 koeficientov.

Piatym predpokladomje predpoklad o pravdepodobnostnom rozdeleni vakto
nahodnych poruchu. KedZze sa ekonometrické modely vyuzZivaju aj nly induktivnej
Statistiky, nie je prekvapivé, Ze vznika potrebamsd pravdepodobnostné rozdeleriena,
ktory spdsobuje stochasticky charakter ostatnydittive Piaty predpoklad hovori, Ze:

u ~N(, 6°,) (3.162)
Nahodny vektoru ma poda tohto predpokladu normélne rozdelenie s nulovygktorom
strednych hodnét a vari&mo-kovariatnou maticow?l .. Tento posledny predpoklad vyuZiva
prvy a druhy predpoklad o vlastnostiach vektora pridava novy o normalnom rozdeleni.

Tabuka 4 uvadza vSetkych p@redpokladov spolme. VdalSom texte sa budeme na

predpoklady modelu odkazavaislami v tablike, teda P1 az P5.
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Tabu’ka 4: Predpoklady linearneho modelu

Oznaenie Predpoklad Charakteristika
P1 E(u)=0 Nulovy vektor strednych hodnét
P2 E(uu") =44, Nekorelovanosa homoskedasticita
P3 X je deterministicka DeterministickX
P4 h(X)=k+1 A k+1<n Hodnos maticeX
P5 u~N(O, 64,) Normalitau

Zdroj: vlastné spracovanie

3.3.4 Odhad linedrneho modelu metodou maximdlnej vierohodnosti

Metdéda najmenSich Stvorcov, ktord sme si definovali podkapitole 3.3.2
nevyZadovala Ziadne zasadné predpoklady — v pedstate pri nej museli urabiiba
rozhodnutie tykajlce sa funkcie, ktord budeme matinova’ (e'e). Z piatich predpokladov

uvedenych vySSie sme potrebovali len jeden — kankrgredpoklad P4 o hodnosti matke
Alternativne je mozné parametre modﬁluodhadnﬂ aj inymi metédami — napriklad

metdédou maximalnej vierohodnosti (anglaximum likelihood estimatioNLE).
Odhadové budeme rovnaky model ako dopdsigeda:
y=Xp+u (3.163)
Pod’a predpokladu P5 vieme, Ze:
u ~N(, ¢°1,) (3.164)
KedZe poda predpokladu P3 je matica deterministicka, a vektop je vektorom
konstant, a nie nahodnych premennych, poznameaggppodobnostné rozdelenie vektgra
— je nim rozdelenie:
y ~N(XB, 6°1,) (3.165)
Odhad metédou maximalnej vierohodnosti je zaloZedye na fakte, Ze pozname typ
pravdepodobnostného rozdelegiav skuta@nosti ak pracujeme so vzorkou, pozname len typ
rozdelenia, ale nie jeho parametre. Stale nepoznéeki®r p a rozptyl chybovéhalenas?.

Nasim ci&om je ich zo vzorky odhadidiOdhadneme preto rozdelenie:
y ~N(xp,621,) (3.166)
Ako vSak vybrd vhodné hodnotyfi a d°? Nachviu zanedbajme, Ze normalne

rozdelenie je spojité rozdelenie a uvazujme, akcstmg postupovali v pripade diskrétneho

rozdelenia. Pri diskrétnych rozdeleniach je moZnéacgva s funkciou udavajucou
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pravdepodobnasjavov, s ktorou mézu nastaVv nasom pripade je javom, ktory nastal to, Ze

vo vzorke sme pozorovali hodnogy ktorym prislichali ufité hodnotyX. Mohli by sme sa

pyta’ nasledovne: aké by muselitblyodnotyﬁ a d°, aby bola pravdepodobnbjvu, Ze vo

vzorke ziskame dané hodnagtya X najvyssSia? Inak povedané, pri akych hodnotﬁcla G°

mame najvé&Siu pravdepodobnds Ze dostaneme také pozorovania, aké sa objaviéiSe]
vzorke?

Myslienka odhadu pomocou maximalnej vierohodnasjefinoducha a zarovee’mi
elegantnad. Ak by sme chceli postupbvaod’a tejto metddy, musime upustod nasho
zjednoduSujuceho predpokladucdit skut@nosti, Ze musime pracavas normalnym
rozdelenim, ktoré nie je diskrétne. Pre spojitédatenia nemame pravdepodobnosti, ako je
tomu v pripade diskrétnych rozdeleni. Vich pripadak mbZeme pracotas funkciou
hustoty pravdepodobnosti, ktora je jefitou analogiou (tato analdgia je trochu nepresna —
nasim ciéom je na tomto mieste skor sprostredkbvarincip metdody maximalnej
vierohodnosti, ako vysvitva’ rozdiely medzi diskrétnymi a spojitymi rozdeleniarRre
hibSie pochopenie rozdielov odpgaime niektort z ¢ebnic matematickej Statistiky (Adid
1985). Hustota pravdepodobnosti normalneho rozdeled pre pozorovanie kdei = 1, 2,
....,N, n€N je paiet pozorovani X je i-ty riadok maticeX tvar:

_(Vu ‘Xiﬁ)z
o 22 (3.167)

~ 1
fi(y,.B,0) = N
Funkciu vierohodnosti dostaneme, ak vynasobimeohugt kaZzdé pozorovanie. Ak
by sme pokréovali s naSou (nepresnou) analégiou — ak by sme preakdepodobnastoho,
Ze sa v naSej vzorke objavia hodngtea X; pre kazdé a pozorovania boli na sebe nezavislé —
potom pravdepodobntisze vo vzorke pozorujemeaX je dana s€inom pravdepodobnosti
jednotlivych pozorovani. K#&e pracujeme so spojitym rozdelenim, nasobime tysto
pravdepodobnosti. Funkcia vierohodnosti ma potaamn: tv

_(yi ‘Xiﬁ)z

L(y,B,0) = |‘1| &le_ﬂe 20?2 (3.168)

KedZe s funkciou v tomto tvare sazko pracuje, W&inou sa pouziva jej logaritmus.

KedZe logaritmus je na svojom definom obore rasticou funkciou, ateda aj prostou,
hradané maximum dosiahneme pri tych istych hodnoﬁéur;ho“‘2 ako pri pévodnej funkcii.

Po logaritmovani funkcie hustoty dostavame funkkfara oznaimel;:
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2;2 (y; -X,B)? (3.169)

1(36.6)= = In2) -~ In(@?) -

Logaritmom funkcie vierohodnosti (angl. log-liketibd) je potom funkcia:

In(L(y,ﬁ,&)):—gln(ZH)—gln(&z)— 1 Dy - XiB)° (3.170)
=1

267 ¢
n N, .o 1 AT A
=——In(2m)—-=In(0°) ——=(y—-X -X
) (2m) ) () 252(3/ B) (y—XB)
KedZe funkciu vierohodnosti (alebo aj jej logaritmeieme maximalizovadalSim

krokom by bolo zderivouaposledny vyraz pda jednotlivych liadanych parametrov.

Zderivujme najprv logaritmus funkcie vierohodngstid’a 52

on\Ly.B,0))__n1 1,5 1 (3.171)

062 26% 2 (52)2
V predchadzajucom vyraze sme vyuzili definiciu we&t rezidui, dany vyrazom

e:y—Xﬁ. KedZe Hadame extrém funkcie, z nutnej podmienky pre extp@hozime tuto

derivaciu rovnu nule:

20 ( ) '

N

6.2

KedZe je zrejmed”® >0, prenasobime rovnicu vyrazoBd~’ a dostaneme:

-ndg*+e'e=0 (3.173)
Odtia’ nakoniec dostavame:
T
52=5°% (3.174)
n

Odhadom rozptylu poruchovéhitena d°je teda priemer Stvorcov rezidui. Zostava
nam este odhadﬁlivektorﬁ . Aby sme ho zistili, musime pracava maticovou derivaciou:

oin(L(y.8.0)) __ 1 aty-XB)"(y-XP)
op 26° op

(3.175)

Ked’Zze pracujeme s parcialnymi derivaciami, pozeramaasa@?® ako na konstantu.
Zarover mame poloii derivaciu rovnu nulovému vektoréim dostavame:

_ 1 ay-XP(y-XB) _,
26 op

(3.176)
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oy -XB)' (y=Xp) _de’e _
op op

Posledny vyraz vSak uz pozname — je to presnestgivyraz, s ktorym sme piali aj

pri metdde najmensich Stvorcov. Odhad vekfbrﬁe potom nutne rovnaky:

B=(x"x)"xTy (3.177)

Priklad 3.7

Koncom januara 2012 sme zinternetovej stramkyw.reality.sk stiahli ceny

a rozlohy poslednych pridanych bytov do tejto dambz mesta KoSice. Zaujima nés,

existuje Statisticky vyznamny vah medzi cenou bytu a jeho rozlohou. Udaje si uv@fle

v nasledujlcej takike.

Ulohy:

Zobrazte graficky skimanu fuéki zavislos.

1. Kvantifikujte regresny model, na zaklade ktoréhobdmjo mozné ovefitvrdenie, ze
cena bytu zavisi od jeho rozlohy.

2. Ak by sa rozloha bytu zvysila o 1°no kd’ko by sa zvysila jeho cena?

3. Za aku cenu by ste predali (feddaného modelu) byt o rozlohe 185?

4. Urcte, ktoré byty je mozné pdd daného modelu povazavaa nadhodnotené.

RieSenie:

Ked'Ze v tvrdeni, ktoré mame overci cena bytu zavisi od jeho rozlohy) je presne dané,

ktord premennd je vysJetlvana, kvantifikové budeme nasledujuci model:
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Tabu’ka 5: Cena a rozloha vybranych bytov v KoSiciach

Byt Cena nf

1 113500 96
2 64000 68
3 36500 43
4 63000 56
5 69000 51
6 48400 37
7 66900 67
8 86000 92
9 61900 68

10 63000 64
11 81500 74
12 72500 71
13 109800 99.6
14 89900 80
15 52700 42
Zdroj: www.reality.sk

Cena = f3, + B,Rozloha + u, (3.178)
kde:
i=1,2,..n Cena - cena-teho bytu u; —nahodné chyba
n — paiet pozorovani Rozloha— rozloha-teho bytu Po.f1 — regresné koeficienty
> Cena <- ¢(113500, 64000, 36500, 63000, 69000, 484 00, 66900,
86000, 61900, 63000, 81500, 72500, 109800, 89900, 5 2700)
> Rozloha <- ¢(96, 68, 43, 56, 51, 37, 67, 92, 68, 64,74, 71,
99.6, 80, 42)
> plot(Cena ~ Rozloha, cex.axis = 1.3, cex.lab = 1. 5)
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Obrazok 9x-y graf vz2'ahu ceny a rozlohy bytov
Zdroj: vystup zo softvéru R

Z uvedeného obrazku mézeme viiée zrejme naozaj existuje linearna zavislowdzi
cenou bytu a jeho rozlohou. V tomto bode je potéekdorazni, Ze k dispozicii mam

prierezové udaje.

> Reg.Model = Im(Dataset$Cena ~ Dataset$Rozloha)
> summary(Reg.Model)

Call:
Im(formula = Dataset$Cena ~ Dataset$Rozloha)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-11006 -7158 2408 5760 13441

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t| )
(Intercept) 4220.8 8404.5 0.502 0.62 4
Dataset$Rozloha 1006.6 120.4 8.359 1.38e-0 6 ***
Signif. codes: 0 "** 0.001 **' 0.01 *' 0.05 . '0.1''1
Residual standard error: 8726 on 13 degrees of free dom
Multiple R-squared: 0.8431, Adjusted R-squared: 0.8311
F-statistic: 69.88 on 1 and 13 DF, p-value: 1.377e -06
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Vysledky z kvantifikacie modelu poukazuju na Stitls/ vyznamny vZah medzi cenot
arozlohou skumanych bytov. Na 1 % hladine vyznastinmézeme zamiettiunulovu

hypotézu, Ze koeficient pri premennej ,Rozloha‘tgeny nule. Danym modelom sa ném

podarilo popisa83.11 % celkovej variability ceny byto#o je mozné povazovaza dokaz

silného vrahu. Najma ak vezmeme do Uvahy, Ze ceny bytov izagamozrejme od

mnozstva inych faktorov. Model by sme mohli roa8&ivyhodnos polohy bytu (meranou

napr. vzdialena®u od centra), ale aj o r6zne indikatorové premegnag@r. 0 = byt nema
balkén, 1 = byt méa balkén; 0= byt je panelovy, byt je tehlovy; O = ide o stary byt, 1|=

ide o novostavbu; a podobne).
Na zodpovedanie otazky ,0 Kko by sa zvysila cena bytu, ak by sa zvysSila jetdaha
o1 mf?*, stai pozri¢® odhad koeficientys;. V nasom pripade, ak sa rozloha zvys$

o jednu jednotku, cena bytu by sa na zaklade modphiemere zvySila 0 1006.6 EUR.

Ak by sme sa rozhodovali o predaji bytu s rozlol8suf na zaklade daného modelu, by

ila

sme priemernd (ponukanu) cenu mohli stationa 89781.80 EUR. Tuato cenu sine

vypositali dosadenim danej rozlohy (83mdo odhadnutého linearneho modé|u:

Cena=42208+10066x85m°.

Poslednou ulohou bolo &it, ktoré byty je poth daného modelu mozné povazova

nadhodnotené. Pod tymto pojmom zrejme kazdy intuitirozumie fakt, Zze dany byt sa

predava za vySSiu cenu, ako je jeho hodnota. My hatdnotu samozrejme nepoznarne,

avSak predikované hodnoty z naSho modelu je modnéitpna jej odhad. Potom rezidua

z modelu nazrauju ¢i je byt nad- alebo pod-hodnoteny.

> Reg.Model$residuals
1 2 3 4 5
12642.619 -8671.706 -11005.925 2407.869 13441. 025
6 7 8 9 10
6933.862 -4765.075 -10830.856 -10771.706 -5645. 181
11 12 13 14 15
2788.506 -3191.600 5318.746 5148.719 6200. 706

VSetky kladné rezidud znamenaju, Zze dané pozoravsai nachadzaju nad regresr

priamkou (byt je nadhodnoteny) a vSetky zaporné&tgzznamenaju, ze dané pozorovIlia

sa nachédzaju pod regresnou priamkou (byt je poditedy). V naSom pripade méze
za nadhodnotené povazavhyty ¢.1 (12642.619)¢.4 (2407.869)¢.5 (13441.025)¢.6
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(6933.862)¢.11 (2788.506)¢.13 (5318.746)¢.14 (5148.719) &.15 (6200.706). Ostatrlé

byty vykazuju zaporné rezidua.

Priklad 3.8

V tomto ilustr&nom priklade sa pokusime zistici existuje rozdiel v prijmoch medz
muzmi a zenami. K dispozicii mame priemernégnéomzdy muzov a zien z 51 Statov U

za rok 2009. Spolu ide 0102 prierezovych Gdaj@e, uZ je mozné povaZo¥aza

dostat@ne ve’kl vzorku. Pri premennej pohlavie sme adhd — muz a 0 — Zena.

Mzda <- ¢(61993, 48389, 41916, 49174, 43425, 39122, 55116,
40359, 40621, 49439, 47983, 56902, 39509, 42667, 36 465, 48492,
48038, 45911, 50236, 39648, 45234, 39516, 39562, 36 977, 41660,
49336, 42156, 44572, 57738, 51019, 42494, 37528, 46 747, 44563,
39174, 51305, 44812, 40748, 41331, 59387, 50837, 42 634, 40693,
43631, 40440, 48066, 39830, 40231, 45800, 44174, 47 828, 54698,
40019, 34651, 40584, 35691, 32109, 44937, 32576, 32 578, 39248,
38058, 45062, 31222, 33665, 28640, 38025, 37645, 35 977, 39354,
31010, 35276, 30562, 30578, 28515, 31993, 37841, 32 314, 34121,
44166, 39017, 32341, 28506, 35301, 33616, 29413, 38 521, 33611,
30481, 30658, 43900, 37527, 31431, 29742, 31762, 29 122, 34542,
28461, 27855, 31186, 29350, 31308)

Pohlavie<-¢(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 , 1,1, 1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0, 0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,0,0,
0)

Ulohy:

1. Vypocitajte zakladné deskriptivne Statistiky za vzorkuzov a za vzorku Zien.
2. Zostrojte box-plot pre tieto dve vzorky.

3. Kvantifikujte regresny model, na zaklade ktoréhdoblio mozné rozhodni¢i existuju

vyznamné rozdiely v mzdach medzi muzmi a Zenami.

RieSenie:

Pre zobrazenie zakladnej deskriptivnej Statistikyskupinach méZzeme podziasledujuci

prikaz:

| > library(Rcmdr)

3

Dostupné online [22.06.2013] <http://www.censas/grod/2010pubs/ acsbr09-3.pdf>.
167



> numSummary(Mzda, groups = Pohlavie)

mean sd 0% 25% 50% 75% 10 0% n
0 34681.69 5410.388 27855 30834.0 33611 37933.0 546 98 51
1 45204.47 5915.428 36465 40530.5 44174 48440.5 619 9351

Ako mdZeme vidig, v danom subore mame vytvorenu tzv. umelld preméahlavie),
ktord nadobuda hodnotu 1, pokigle mzdu muzov a hodnotu 0, pdkide o mzdu Zien
Z uvedenych zakladnych charakteristik to vyzera @kmuzi v jednotlivych Statoch US
zardbaju v priemere za rok viac ako zeny. Pre lepfelfadnos je ve’mi dobrym
nastrojom vizualizicie dat box-plot. Graf box-pleytvorime v softvéri R pomoco

nasledujuceho prikazu:

A

=

> boxplot (Mzda ~ Pohlavie, col = grey (0.7), densi ty = 10, xlab
= c("Pohlavie"), ylab = c("Priemerna mzda"),cex.axi s=1.3,
cex.lab = 1.5)
o )
=
3
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0 1
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Obrazok 10: Box-plot priemernych miezd muZzov (Zjen (0)
Zdroj: vystup zo softvéru R

Na prvy poliiad z box-plotu vidime, Ze priemerné mzdy muZovdnglivych Statoch
USA su vysSSie, ako priemerné mzdy Zien. Dobrymkattirom vyznamného rozdielu
situacia ak je dolny kvartil jedného boxplotu vy&sko horny kvartil druhého boxplot
Inak povedané, aspd5 % muzov zaraba viac ako 75 % zien. NaSe podizse overime

pomocou kvantifikacie nasledujuceho regresného tode

e

-
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Mzda = f3, + B,Pohlavie +u, (3.179)

kde:
i=1,2,..n Mzda — mzda \i-tom State U —nahodnéa chyba
n— paet pozorovani Pohlavie — umela premenna Lo, p1 — regresné koeficienty

> Reg.Model = Im(Mzda ~ Pohlavie)
> summary (Reg.Model)

Call:
Im(formula = Dataset$Mzda ~ Dataset$Pohlavie)

Residuals:
Min  1Q Median 3Q Max
-8739 -4180 -1068 3262 20016

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t )
(Intercept) 34681.7 793.8 43.693 < 2e- 16 ***
Dataset$Pohlavie 10522.8 1122.5 9.374 2.33e- 15 *xx
Signif. codes: 0 ***' 0.001 **' 0.01 ™' 0.05". '0.1''1
Residual standard error: 5669 on 100 degrees of fre edom
Multiple R-squared: 0.4677, Adjusted R-squared: 0.4624
F-statistic: 87.87 on 1 and 100 DF, p-value: 2.332 e-15

3.3.5 Geometrickd interpretdcia metédy najmensich stvorcov

V kapitole 2 sme si prezentovali vybrany vysledieprie linearnej algebry. S ich
pomocou si mbéZzeme pribliZziaj geometrickl interpretacia metdédy najmenSiclorstw,
a linearnej regresie.

V predchadzajucich¢astiach sme si ukazali, Ze odhadovany pamylamodel

predpokladame v tvare:

y=Xp+u (3.180)
Odhad vektorg dostaneme v tvare:
B=(x"x)"xTy (3.181)
V odhadnutom modeli
y=Xp+e (3.182)

predstavuje vektoe rezidua modelu, a vektor

v =XBp (3.183)
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nazyvame vektorom vyrovnanych hodnét. M6zeme snusfi’, Ze vektory dostavame

ako s@in Xp - ¢o si vzitadom na definiciu linearneho modeldasti 3.3.2 mdZzeme rozpisa

aj nasledovne:
k
Y =X1Bo + X8+ + Xiean Br ZZXi+1,Bi (3.184)
i=0

V predchéadzajliicom vyraze predstavujl vektqrgrei = 1, 2, ...k + 1 sipce matice
X. Zapis mozno pésobi trochu neStandardne, ale sebaedomi, Ze maticaX je rozmeru
nx (k + 1) apre regresné koeficienty sme zaviedli éeni f, az fx — sipce matice
ozna&ujeme ¢islami pa@&nuc ¢islom 1, ale regresné koeficienty ozagme od nuly £ je
konStantnylen).

V predchadzajucom vyraze vidime, Ze vektpr v skut@nosti vyjadrujeme ako
linearnu kombinaciu tcovych vektorov matic¥. Kazdy sipec maticeX pritom zodpoveda
hodnotam jednej premenne;.

V sulade s definiciami 2.2 by sme mobhli defindyiaearny obal dpcovych vektorov
matice X ako [X]. Ide o vektorovy priestor, ktorého prvky je mozmgadrit ako linearne
kombinacie dpcovych vektorov tejto matice. Je zrejmé, ¥ [X], kedZe poda
predchadzajucej diskusie ziskame vyrovnané hoda&ty linearnu kombinaciu vektorov
tvoriacichX s koeficientmjs, az fi.

Spobsob, ako k vektoymdbzeme ziskavyrovnané hodnoty je jednoduchy. Plati:

g=xp=x(x"x"XxTy =Py (3.185)
kde sme oznli P:X(XTX)_le. Vyraz y =Py sa napadne podoba na vyrazy
v kapitole 2.5, kde sme si definovali linearne zamnia. V naSom pripade je maticou
linearnej transformacie mati¢a Tuto maticu nazyvame aj projaiou maticou.

VSimnime sid’alej, ze vektory sme definovali ako vektor rozmerux 1 a maticaX
ma poda predpokladu P4 uvedenom v kapitole 3.3.3 hatlios- 1), ak + 1 <n. Z toho
vyplyva, Ze K] nemoze obsahovassetky vektory € R". Vektorovy priestorX] ma rozmer
k+ 1, zatidi co R" je radun.

Pre niektoré vektory preto méze pfayf € [X] (lezia v regresnej nadrovine), ale
niektoré vektory lezia mimo tohto vektorového pioes. V ich pripade sme definovali:

e=y-Xp=y-y (3.186)

Pod’'a predchadzajuceho tahu vsak
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e=y-y=y-Py=(,-Ply (3.187)
Ozna&me maticouM maticu
M=1,-P=1,-X[X"x)"x (3.188)
Rezidud modelu potom ziskame pomocou maficako:
€=My (3.189)
Aj matica M je maticou linearnej transformacie, teda propgu maticou. Kym

pomocou maticeP z vektorovy ziskavame vyrovnané hodnoty, pomocou maticeM
ziskavame vektor rezidaei Zrejme potom plati:
y=y+e=Py+My =(P+M)y (3.190)
Ukazme si niektko vlastnosti projeinych matid® aM.

Matica P = X(XTX)_leje na prvy pobiad symetrickou maticou — vieme, Ze matica

XX je symetricka vzdy, rovnako aj k nej inverzna nmt( TX)_l. Kedze M =1, -P je
rozdielom dvoch symetrickych matic (jednotkova etie symetricka), dyl je symetricka
matica.

Matice P aj M su idempotentné matice, t.j. matice, ktoryckirstsamych so sebou

dava povodnu maticu. Plati totiz:
PP=X (XX X TX (XXX T =X (XXM, XT =X (XX X" =P (3.191)
Podobne pre matiaM s vyuZzitim idempotentnod# plati:
MM =(1,-P)I,-P)=I,-P-P+PP=1 -P-P+P=1_ -P=M (3.192)
Matice P aM zarove definuju navzgjom otrogonalne vektorové priestdiy.vidime,
ak si uvedomime, Ze plati:
PM =P(l,-P)=P-PP=P-P=0 (3.193)
Zrejme rovnaky vysledok plati aj precgu MP. Tento vysledok je \eni zaujimavy —
akykd'vek vektor, ktory ziskame ako projekciu matid®@wude ortogonalny viladom na

akykd'vek iny vektor, ktory ziskame ako projekciu pomocuaticeM. KedZe vieme, Ze

y =Pya e=My, z toho potom nutne vyplyva, Ze vektor vyrovnanyaunot a rezidui su
navzajom kolmé (ortogonalne). Ako sme uviedli vikalp 2.7, vektory mdézeme chapaako

ortogonalnu projekciu vektorado vektorového priestoriX|.

Z vlastnosti ortogondalnej projekcie vyplyva, Ze pride o vektor, pri ktorom je
vzdialeno$ ly — yI najmensia prey € [X]. Toto kritérium je ekvivalentné (vfhdom k

171



definicii e =y — y) kritériu minimalizacielel. Vzhradom na v#ah medzi normou vektora

a skalarnym stinom, ktory sme definovali vasti 2.6, ale plati:
n
le|=e"e=>"¢ (3.194)
i=1

Posledny vyraz predstavujecsfl Stvorcov rezidui — mame minimalizévaresne ten
vyraz, ktory sme vyuzili na vyget odhadov v podkapitole 3.3.2 metdédou najmensSich
Stvorcov.

Z uvedeného dbévodu sa na linearny regresny modéemé geometricky pozetaj

ako na ortogonalnu projekciu vektoralo do vektorového priestoriXJ.

Obrazok 11: Linearny model ako ortogonalna progkci

Zdroj: vlastné spracovanie

3.4 Vlastnosti odhadu linearneho modelu

Predmetom tejto kapitoly je popisanie vybranychstwiasti odhadu linearneho
modelu, ktory sme si priblizili v predchadzajucejdgapitole. K&Ze odhad regresnych
koeficientov pomocou metody najmensSich Stvorcovaaimalnej vierohodnosti je zhodny,
vela skut@nosti plati pre obidva modely. OdliSné su vlastnpstodhade rozptylu prvkov

poruchovéha@lenau — na tuto vynimku ale na prisluSnom mieste updnoen

3.4.1 Zdkladné vztahy pre odhadované regresné koeficienty

V tejto ¢asti popiSeme niektoré tahy, ktoré platia pri odhade vektora regresnych
koeficientov ﬁ Tieto vlastnosti sal'alej vyuzZivaju v nasledujucich podkapitolach — sami
0 sebe nie sU mozno az tak zaujimavé, ale je dohrévies, aby sme ich mohli neskér
vyuzit. PodrobnejSi popis uvadza Hatrak (2007).

Z predchadzajucej kapitoly vieme, Ze odiﬁaq’le dany vZahom:
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B=(x"x)"xTy

(3.195)

Ak by sme postupovali spatne oproti postupu, ake gento viah odvodili,

dostavame:
XTXp=XTy
XTy-XTXg=0
XTly-xp)=0

XTe=0

(3.196)
(3.197)
(3.198)
(3.199)

Prvy vzah sme dostali prenasobeni rovnéX z'ava. V poslednej rovnici sme

vyuzili definiciu vektora rezidui ako rozdielu s&&nych a vyrovnanych hodnét. Posledny

vztah sa objavuje v mnohych vyrazoch pri neskorSonladg— je to prvy zo série délezitych

vzt'ahov.

S jeho pomocou mézeme dokézadnu zaujimavu vlastntsektora rezidui. Ak si

vztah(3.199)rozpiSeme v maticovej podobe, dostavame:

XTe=0
1 1 -+ 1)eg 0
Xy Xy o Xy | & 0
X X X \& 0
Z prvého riadku mézeme vidigze plati:
1'e=0
Tento v2’ah mézeme zapitaj inak:

1Te:el+ez +...+en :ZQ =0

i=1

(3.200)

(3.201)

(3.202)

(3.203)

Set rezidui je pre odhad pomocou metody najmendiciicdv vzdy nulovy. Z toho

ale vyplyva, Ze aj priemern& odchylka skumypch a modelovanych hodnét je nulova, pretoze

ju vypcXitame ako:

—1e=0
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Pokid’ je priemer rezidui nulovy, bolo by moznsa&ava, ze priemer vyrovnanych

hodndt by mal bt rovny priemeru skutmych hodnéty. Priemer skuténych hodnét je dany

vztahom:
1
iy (3.205)
n
Mézeme ho ale rozpisaasledovne:
1 1 ~
Vy==T (Xﬁ +e) (3.206)
n n
:EITXﬁ +17e (3.207)
n n
1 Tva
= Xp (3.208)
1.
==y (3.209)
n
Zjavne teda plati:
1 1.
Sy==dy (3.210)
n n
vy =y (3.211)

Priemer skuténych hodnéy a vyrovnanych hodn@tje rovnaky.

Dal3ou vlastna®u, ktori budeme potrebaige rovnos (Hatrak, 2007):
y'e=0 (3.212)
Tento vz’ah plati, pretoZze:
9Te:(xﬁ)Te:ﬁTXTe:ﬁT (XTe):ﬁTO:O (3.213)
Vyuzili sme pritom prvi vlastndsy tejto podkapitole, a to 2¢'e = Q
Dal3ou vlastna®u, ktort si ukazeme, je tah medzi odhadom, skutwou hodnotou
hradanych parametrov a nahodnym poruchovienom. Vieme, Ze:
B=(XTX)*XTy (3.214)
KedZe pre skuttné hodnotyy pod’a popul&ného modelu platy = Xp + u, po
dosadeni dostavame:
B=(XTX)XT(Xp+u) (3.215)
Po roznasobeni dostaneme:
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B=(X"X)IXTXB+(XTX) X u (3.216)
Kedze X"X)* aX"™X s navzajom inverzné matice rékit 1 xk + 1, ich sdinom je

jednotkova maticé.1, a preto:
B=p+(X"X)*X"u (3.217)
Odtid’ vidime, Ze odhad regresnych parametrov je funkt¢#buskut@énej hodnoty
parametrgs, ako aj poruchovéhdenau.

Poslednym wzahom, ktory je pri analyze linearnych modelov uiitp je vz'ah

vyjadrujuci rezidu& ako funkciu ndhodnych porach Z definicie rezidui vieme, Ze:
e=y-Xp (3.218)
Kedze p=(X"X) X"y, mame:
y=XB=y-X(X"X)'XTy = (I, - X(X"X)*X" )y (3.219)
V poslednom vyraze sme vybrali vektora zatvorku. Zarovevsak platiy = Xp + u,

takze:
y=XB =y -X(XTX)IXTy =1 , = X(XTX) X7 JXB +u) (3.220)
=XB+u+X(XTX)IXTXB+X(XTX) XU
=Xp+u—-Xp-X(X"X)*XTu
=1, = X(XTX) Xl
=Mu
V poslednom kroku sme zaviedli substitadidi =1, —X(X"X)™X". MaticaM je

symetrickou maticou, pretoze:

MT :(l . —X(XTX)'le)T =1, -X(XTX)*X" =M (3.221)
Zarovei je aj idempotentnou maticou, &ge:
MM =1, =XXTX) XTI, =X (XTX) 2 XT) (3.222)
=1, = X(XTX)EXT = X(XTX)EXT + X(XTX)EXTX(XTX)HXT (3.223)
=1, = 2X(XTX)IXT +X(XTX)XT (3.224)
=1, -XXTX)*XT =M (3.225)
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Vztah medze au je preto dany vyrazom:
e=Mu (3.226)

Aby sme vlastnosti uviedli aj v préddnejSej forme, vypiSeme si ich aj vSetky na

jednom mieste:

XTe=0 (3.227)
Te=0 (3.228)

Ty =0Ty (3.229)

§Te=0 (3.230)
B=p+(X"X)*Xu (3.231)
e=Mu = (I, -X(X"X)" X" u (3.232)

3.4.2 Vlastnosti bodového odhadu - neskreslenost

V predchadzajucej kapitole sme predstavili niektgléstnosti odhadu najmensich
Stvorcov, ktoré by sa dali oz¥id za jeho algebraické vlastnosti. V tejto kapitcdebsideme

venova niektorym Statistickym vlastnostiam tohto odhadu.
Ukazali sme si dve metédy odhadu parametrﬁv ktoré viedli k rovnakym

vysledkom. Otazkou zostava&j je tento odhad naozaj ,dobrym“ odhadom. Skér ako
vysvetlime,¢o pod tymto ozngEnim myslime, mbéZzeme zauvazoyv@reo ma skdimanie
vlastnosti estimatorov vébec zmysel.

Ako sme uz spominali, pravy poptitey model v skuténosti nepozname. Spésobov,
akymi by bolo moZné odhadtipopul@&ny parameter ff) je nekonéne véa. Ak mame
k dispozicii len jednu vzorku, na zaklade ktordjuteciujeme svoj odhad, radi by sme mali
istotu, Ze vyuzivame informaciu, ktori nam vzorkalp/tuje v maximalnej moznej miere.

Uvedme jednoduchy priklad. Ak chceme zisgiriemernu vysku Slovakov, mézeme
vytvorit ndhodnym vyberom vzorku a zmeriame 100 obyieateNasSim odhadom priemernej
vySky (strednej hodnoty) Slovakov mézet'hyriemer vypditany zo vzorky, ale aj vySka
dvadsiateho tretieho respondenta. V oboch pripadiastaneme ako odhad jed®slo,

v oboch pripadoch je t&islo ziskané zo vzorky, v oboch pripadoch odhadejparameter tej
istej populacie. Jednou vlastios, ktora sa u bodovych odhadov sleduje je ich nestknos

— ¢i pouzitim konkrétneho odhadu systematicky nenadbodieme alebo nepodhodnocujeme
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skutant odhadovanu veiinu. Zhodou okolnosti su obidva zvolené odhady ress&né.
Existuje vSak rozdiel v efektivnosti (vydatnosti) priemer vyuZiva Udaje z celej vzorky,
vySka dvadsiateho tretieho respondenta pouzivajddaen Gdaj. Vyberovy priemer preto
odhaduje poputml charakteristiku s ¥8ou presna®u (menSim rozptylom) — v tomto
ohrade je lepSim estimatorom.

Analogicky v pripade linearnej regresie pre nas enby’ dolezité vedié, ¢i sme si
zvolili odhad, ktory je skresleny a efektivny, adeh existuje lepSi spésob, ako odhadodva
hradany parameteff :

Zacnime preto sieskreslenabdu. Estimatoré je neskreslenym odhadom popuného
parametrad vtedy, ak plati:

Elg)=e (3.233)

V naSom pripade sa snhazime odhafdﬂ[pomocouﬁ. Otazkou jecomu sa rovna
Ep)?

Zatneme vzorcom pre odhad regresného parametra:

E(B)=E((x"x)XTy) (3.234)

Pod’a vlastnosti uvedenej v kapitole 3.4.2 vieme, Zeyzaz vpravo mdézZzeme dosédi

E(xTx)XTy)= E(p+ (X"X) X u) (3.235)

Jedinou nahodnou véihou v poslednom vyraze na pravej strane je vektervektor

B je konStantnym poputaym parametrom a matica&X je poda predpokladu P3

deterministicka. Odtiaz vlastnosti strednej hodnoty dostavame:
E(p+(XTX) X Tu)=p+(X"X) " XTE(u) (3.236)
Pod’a predpokladu P1 vSak pl&i{u) = 0, takZze poslednyéstanec je rovny nulovému
vektoru. Dostavame preto rovnos
E[B)=p+(X X)X E)=p (3.237)
Odhad ﬁ ziskany metdédou najmenSich Stvorcov, alebo metdédmximalnej

vierohodnosti je neskreslenym odhadom vektora kefiovp.

3.4.3 Vlastnosti bodového odhadu - efektivnost’

Efektivnos, nazyvana aj vydatntsu odhadu, sa zaobera rozptylom estimatorov. Ak
porovhavame dva neskreslené odhady, potom hovorimesfektivnejsi je ten, ktory ma
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mensi rozptyl. V pripade, ak k estimatoru neexéstejektivnejSi estimator, nazyvame ho

efektivnym.
Ak by sme chceli posutli efektivnos odhaduﬁ, musime by schopni najprv

vypaocitat jeho rozptyl. Ako sme uviedli v podkapitole 3.1\@&riartno-kovariagnu maticu

pre estimétorﬁ mozZeme napisaakto:
var@) = E((p ~E@))3- E(ﬁ))Tj (3.238)
Vzhradom na neskreslertbﬁ mdZeme napisa
var@) = E((ﬁ -p) - s)T) (3.239)

Ked’ze sme v kapitole 3.4.1 odvodili igh p =p + (X X)X u, z neho vyplyva, Ze

p-p=(X"X)"X"u. Do variagno-kovariagnej matice preto mézeme dosatinto vyraz,
¢im dostaneme:
var@) = E((ﬁ -p)p —[s)T) = E((XTX) X TuuTX (X TX) ) (3.240)

Pri Uprave sme pri poslednej inverznej matici vijuidj symetrickos: pracujeme
S v;'/razom((xTX)‘l)T . Ked'Ze je v3ak maticx ' X symetricka, je symetricka aj k nej inverzna
matica(X'X)™ a preto((xTX)‘l)T = (X"X)™. PouZili sme preto jednoduchsi tvar.

V rovnici (3.240)su vSetky matice a vektory s vynimkou vektardeterministické -
B je parameter populacieXaje deterministickd pd@ predpokladu P3. Strednd hodnota je
preto rovna:
E((XT) X Tuu™X(XTX) )= (XTX) X TE{uu” X (XTX) (3.241)

Pod’a predpokladu P2 vsak vieme, Efuu’ )= o2l , . Po dosaden:

(XTX) X TE(uu” XXTX) T = (XTX) X2 X(XTX) ™ (3.242)
=g?(XTX) X X(XTX)™ (3.243)

=g?(XTX)IXTX(XTX)™? (3.244)

=g?(X"™X)? (3.245)

V tretom riadku sme vyuzili vlastnosti jednotkove] matiaeakoniec v poslednom

riadku vlastnosti inverznej matice. Celkovo mézamavrie’, ze:
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var@) = o?(XTX)™ (3.246)
Je dobré vSimnisi niekd’ko skut@nosti. V prvom rade vysledok zavisi zasadnym
spésobom na platnosti predpokladu P2. Ak by tomki nabolo, nemohlo by ddjs
k zjednoduSujucemu kroku v rovni€B.242) Na tomto mieste je zrejmé, aky dolezity je
predpoklad P2 — kazdy Statisticky softvér totiz pnearny regresny model rata varian-

kovariartna maticwiastane poda odvodeného vzorca, t. . za predpokladu Ze R2 pla

Druhou poznamkou je, Zze aj&esme schopni zadavztah pre vypoet var@), nie
sme schopni ho reélne vyfitat' — vyraz stale obsahuje?, ¢o je neznama velfina. Odhad
o®na chvlfku odloZzme — dokafime najprv Gvahugi je mozné, aby bol nejaky iny estimator
efektivnejsi, akd .

Ozna&me Einy estimator, ktory je mozné vyjadrv tvare E:Cy, kde C je matica
radu K+ 1) x n (Greene, 2012, s. 60). Uvedeny zépis znamena, 2§ @ linearnym
odhadom.

Aby sme mohli porovnéaveefektivnos ﬁ a E , musia by obidva odhady neskreslené.

O ﬁvieme, Ze je neskresleny. Ak mét’bE' neskreslenym odhadom, musi plati

E(Cy)=E(C(Xp+u))=E(CXp+Cu)=p (3.247)
Z vlastnosti strednej hodnoty vieme, Ze:
E(CXp +Cu) = CXp + CE(u) (3.248)
Pod’a predpokladu P1 vSdku) = 0. Odtid”:
CXp +CE(u) = CXB (3.249)
KedZe odhad ma hyneskresleny, musi pléti
CXB =P (3.250)
To sa vSak moze stéen vtedy, ak:
CX =1y (3.251)

Definujmed’alej maticuD ako:
p=c-(x"x)*x (3.252)
Motivom pre tuto definiciu je ten, &y predstavuje rozdiel v estimatoroch:
Dy =(C-(x™x)’x" Jy=cy - (x"x)"xTy = - (3.253)
Jeden z désledkov definidieje, Ze:
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c=D+(X™x)"x" (3.254)

PreCX mame:
Ty | 1y T Ty | 1y T
CX:(D+(X X) X )X:DX+(X X) X' X=DX+I,4 (3.255)
Kedze vSak poth (3.251)mameCX =1,,,, musi plati:
DX + 1y =1 s (3.256)
odkid’ nutne:
(3.257)

DX=0
Ak by sme chceli vyptitat’ variartno-kovariagnu maticuﬁ, postupovali by sme
podobne, ako v prl'pa(ﬁv rovnici (3.241) len namiest((xTx)'lxT by sme pouzivali maticu

C. Odhadom variamo-kovarianej matice by bolo:
var(ﬁ) =g*CC’
Ak dosadime rovnic(3.254) posledny v£ah bude matvar:

vafp)=occ” = 2(D+ (XTX)_le)(D ¥ (xTx)‘lejT

(3.258)

(3.259)

Po roznasobeni:

UZ(D+(XTX)_le)(D+(XTX)_1XT)T -
(3.260)

-1

az(DDT +DX(XTX) ™ +(xTx) XD + (XX ) XX (X TX) )

Prostredné dvac#tance st rovné nulovym maticiam, preto2X = X'D' = 0.
Posledny vyraz sa kvoli &iinu matice a matice k nej inverznej rovibd X)™, takze:

va(p)=o?DD" + 0 (XTX) " = 0°DD" +varlp) (3.261)
Ked'2e DD je pozitivne definitna matica, rozpty@neméiu by mensie akq§ a E

neméze by efektivnejSim estimétorom al{§3. ﬁ je preto efektivnym estiméatoropn
V ekonometrickej teorii je znama tzv. Gauss-Markavweeta, poth ktorej je odhad

ﬁ najlepSim linearnym neskreslenym odhadfn{angl. best linear unbiased estimafor

BLUE). Slovo ,najlepsi* sa viaZze na efektiviidshto estimatora — jeho neskreslehssie si

ukazali v predchadzajucej podkapitole.
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3.4.4 Vlastnosti bodového odhadu - konzistentnost

Poslednou vlastnésu bodového odhadu, ktora sa zvykne skijjeakonzistentnas

Konzistentnos je mozné zjednoduSene vyjadikko vlastno§ pri ktorej sa vypéitavany
odhad(ﬁ) pri zvySujucej sa vzorke blizi skutwej hodnote odhadovaného parametra.

Konzistentny odhad ma ta viastipZe pre véké vzorky by odhadnuté hodnota mala
byt blizko odhadovanej — mali by sme dostapmmerne presny vysledok. Preshdshto
vysledku bude tym vysSidim v&sSia je pouzita vzorka.

Na prvy poliiad ide o vlastna$s ktora sa podoba na neskresland¥i neskreslenosti
sme pozadovali, abE(ﬁ): B . Tento vrah hovori, Ze v pripade, ak pouiijelfhea odhads,
nebudeme sa dopi@ systematického skreslenia — nebudeme systematiaky
nadhodnocoug ani systematicky podhodnocavakutany vektor Wadanych regresnych
koeficientov. Na druhej strane nam neskreslémahovori ni o tom, ako je to s presniusi
odhadu — vieme len, Ze ,v priemere" sa neddaiie systematického skreslenia. Naproti
tomu konzistentnashovori, Ze so zv#&ujucou sa vzorkou sa odhad sprgs.

V skutatnosti m6zeme migpripad, v ktorom by sme vyuZivali estimator, ktbgysice
bol skresleny, ale bol aj konzistentny. To by znaale, Ze sa sice dopi@ne utitého
skreslenia, ale Ze z&#ovanim vzorky je mozné pfi& pomerne presnému odhadu (priklad —
skutant hodnotu parametra populacie, ktory nech je pdngduchas cislo 5 by sme so
zv&Sujucou sa vzorkou odhadovali povedzme ako 4.5, 4R 4.999, 4.999999,... . Ako
postupnos naznguje, skuténu hodnotu vzdy podhodnocujeme, odhad je zrejmestdmy.
Na druhej strane sa odhad so &gvanim vzorky sprésije a utite ma svoj vyznam pre
praktické pouzitie).

V pripade, ak by estimator nebol konzistentny, mamye ho nekonzistentnym.
Jednym z dévodov nekonzistentnosti méz€é &iyuacia, kedy nie je moznécit, k comu sa
hodnota blizi pri zv&Sovani vzorky — ak hodnota nekonverguje. HorSigatimb6ze nastaze
sa odhad zv#&ovanim vzorky blizi k w@itej hodnote (konverguje), ale ta hodnota je ina ak
hodnota lfiadaného parametra. Tento druhy pripad je horSiny k& pri zvéSovani vzorky
(ktoré sa spravidla realizuje s Bien zvySenia presnosti odhadu) sa s vySSou mietoty is

blizime k nespravnemtislu (alebo ako v naSom pripade vektoru).
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Aby sme koncepciu konzistentného odhadu uviedim&dnejSie, musime definot’a
konvergenciu poth pravdepodobnosti. Hovorime, Ze estimétﬁrje konzistentnym

estimatoronp vtedy, ak

plim(ﬁ)= p (3.262)
n-oo
Konvergencia pokh pravdepodobnosti (ozé@vana plim) je definovana ako:
li[qo(ﬁ)= F’in—ﬂ\ <g)=1 (3.263)

prelubovdné ¢ € R".
Odhad regresnych koeficientov vieme napisévare:

B=p+(X"X)*Xu (3.264)
KedzZe vektop ma rozmerK +1) x 1 a nezavisi od vzorky a jejikestin, bude:
plim(B) =p (3.265)
n- oo

Zostava vyraz(X"X)*XTu. Ak by bolo pIim((XTX)_leu): 0, estimatorp by bol

n-oo
konzistentny. Problémom je, Ze matama rozmeryn x (k + 1) a vektoru rozmeryn x 1.
S&in XX méa potom sice rozmek ¢ 1) x k + 1), ale kazdy prvok tejto matice jedssm n
¢isel. Kef'ze limitu pa@itame pren - «, je mozné, Ze vo vSeobecnosti tentdesimbze
divergova. Z tohto dovodu sa namiespﬁm((XTX)'leu): 0 paita:

n- o

-1
plim{(X™X) X u)= pIim(%(XTX)'leuj - pIim[(%XTXj %xTuJ (3.266)

n-o n-o n-oo

Za predpokladu existencie kamej limity méZeme tento vyrafalej napistiako:

-1 -1
pIim[(}XTXJ EXTquplim((EXTXj Jplim(EXTuJ (3.267)
noe| \ N n ne| \N noe\ N
Prvky maticeX 'X/n uZ nebudu sity, ale priemery — tie uZ pravdepodobne korée

byt m6zu. D4 sa ukafZaze za pomerne jednoduchych predpokladO\ijm(%XTuj:O

(Greene, 2012). K&e X'X/n je kon€na matica, potom aj k nej inverzna matica obsahuje
konesné prvky (predpokladame regulario$'X), a jej siin s nulovym vektorom je nulovy

vektor. Potom dostavame:
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plim(3) = plim( + (X™X)XTu)=p (3.268)

Nn-o Nn-oo

Estimétorﬁ je preto konzistentnym odhaddn

3.4.5 Odhad rozptylu poruchového ¢lena

V predchadzajucejasti sme si ukazali, Ze pre varaon-kovariagnu maticu odhadov
regresnych koeficientov plati tah var(ﬁ):az(XTX)‘l. Nedostatkom je, ze tom stale
vystupuje neznamy parameter — empirickd variatno-kovariagn maticu odhadov preto
zatid’ nedokazeme vygitat. Je preto potrebné odhadng®.

Pri odhadeo?® budeme vychadraz vyrazu E(€'e). Ked'Ze je rozptyl zalozeny na
stte Stvorcov odchylok od priemeru, vyrae je dobrym kandidatom — predstavujesest
Stvorcov rezidui.

Zaujima nas vyra£ (e’ e) — v kapitole 3.4.1 sme si vSak ukazali, Ze plarhos:

e=Mu =(1, ~X(X"X)™X u (3.269)
potom dostavame:
E(e'e)=E(u"™ "Mu) (3.270)

KedZe sme ukazali, Ze matibh je symetricka a idempotentna, vyraz je ekvivalgntn

EW'M™™u)=EU"MMu )=E(u"Mu) (3.271)
V skutosnosti pri vypd@te u'Mu dostavame kvadratickt formu, ktord predstavuje

&islo — vektoru™ ma rozmer 1 », maticaM je radun x n, a vektoru ma rozmem x 1.

Vysledkom je naozajislo. V tomto pripade (ak pracujeme s maticou rhaul, teda realnym
gislom) moézemeu'Mu stotozni so stopou maticetr (u'Mu ) (Greene, 2012). Odfia

s vyuzitim vlastnosti strednej hodnoty a vlastne&ipy matice (hlavne skutoosti, Ze stopa
sa pri cyklickej permutaciinitelov nemeni) dostavame:

E(u'™u) = E(tr (uTMu )) (3.272)
= E(tr (Muu T)) (3.273)
=tr(MEUT)) (3.274)

Pod’a predpokladu P2 jg(uu’) = ¢°l .. Potom:
tr(MEUT))=tr(M a2, (3.275)
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=cr(M) (3.276)
= o?tr(l, - X(X™X) X7 (3.277)
= o?tr(1,)- o (X (XTX) XT) (3.278)
V predposlednom riadku sme dosadili z definide V poslednom riadku sme zas
vyuzili, Ze stopa rozdielu matic je rozdiel stop.
a?tr(1,)-a2tr(X(XTX) X7 )= o?n-c?tr (XTX) X TX) (3.279)
KedZe stopa matice predstavujec¢stl prvkov na jej hlavnej diagonale, stopa

jednotkovej matice radn je ¢islon. Zarover si mézeme vSimnmi) Ze v druhej stope bola apa

vyuzita cyklicka permutacia. Op@ostavame jednotkovd maticu, tentoraz riaetul.

o’n-c’r ((XTX)'leX) =o’n-c*tr( )= o’ n-o?(k+1) =g*(n—(k+1,

(3.280)
Dosli sme k zaveru, Ze:
E(e'e) = a?(n - (k +1)) (3.281)
preto:
T
ee 2
{n—(k +1)J ( )
avyraz:
:
2 ee
sf=——— 3.283
n-(k+1) ( )

je neskreslenym odhadouay’ .
Ak by sme chceli odhadritvariartno-kovariagnu maticuvar@), stai nam nahradi

o’ vyrazom pres’. Odhad variaéno-kovarianej matice vektora regresnych koeficientov sa
pocita ako:
e'e

2 T -1_
STXEX) _n—(k+1)

(XTX)™? (3.284)

Odhad variatno-kovariatnej matice poruchovéh@lena je mozné vyu#i pri
testovani Statistickych hypotéz o regresnych kaeftoch. Ke'ze predpoklad P5 linearneho
modelu predpoklada normalitu, potom aj odhad regresnych koeficientov ma normaln
rozdelenie, s vektorom strednych hodn@ a variagno-kovariagnou maticou

var@) = o*(X"X)™ . Tato maticu vieme odhadtiiako s?(XTX)™?, takze vieme odhadriti
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celé pravdepodobnostné rozdelenie estiméﬁordyuiijﬂc tieto vlastnosti mézZzeme napriklad

testovd Statisticki hypotéztio: ,Z?I =0 prei €{0, 1, ..., k} oproti alternativeH;: ,3' #0. Ak

by bola nulova hypotéza pravdiva, znamenalo byeaegresny koeficient pri premenmég
nulovy — bez obadu na to, aki nadobudne tato premenna hodnotdyiseso zmenami
hodnoty zavislej premennej. Ak tuto hypotézu newderamietnd, nemame dévod tvrdi Ze
existuje vZah medzi zavislou premennou-tu nezavislou premennou.

Za &elom testovania tejto hypotézy mbézeme zostiestovaciu Statistiku:

W
-

(3.285)

@K
n

i
kde S; je i-ty prvok hlavnej diagonaly matic€X™X)™. Testovacia Statistika ma

rozdelenie &1 — (k + 1) stughami vd’nosti.

3.4.6 Koeficient determindcie

Definujme maticuN takto:

N=I, —%uT (3.286)

MaticaN je symetricka a idempotentna. Je symetricka, pesto

T
NT:(|n—1uTj =1, —luT:In—EuT:N (3.287)
n n n
Je aj idempotentnd, pretoze:
1 1 1 1 1+ 1+, 1 11
NN=|I,-= l,-=u’ |z, -=u' -=u" += _
( n n“ j( n n“ j n n“ n“ n2u u (3.288)

Avsak v poslednom vyraze predstavujéisi’t = n, takze:

|1T TT|1T T

1 .1 1 1. n 1 5
-—u -—u +—uun =l,-——u ——u +—u =l,——u =N 3.289
“n n n? " n n n? " n ( )
A naozajNN =N, ¢o je podmienka idempotentnosti.

MaticaN ma tu vlastnag Ze pre kazdy vektoz rozmerun x 1 predstavuje $in:

Z'NNz =2'Nz = Y (z - 2’ = no? (3.290)
i=1
siet Stvorcov odchylok zloZiek vektora od ich priemeru. Presvéghe sa o tom

nasledovne.
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Zoberme vyradNz.

NZZ(In —%usz=Z—1%1T2 (3.291)

o s s , 1 _
Uz sme v predchadzajucich kapitolach videli, Zeljt@ovd’ny vektorz je ElTZ =Z,

ked’ze:
4
1 1 z 1
EJz:E(J,],...;L) 52 :Eizﬂ:; (3.292)
Zn
Dostavame teda:
z, -2
NZ:Z—l%lTZ:Z—lZZ 22:_2 (3.293)
z -7
S&in z'NNz potom predstavuje:
2 -7
Z'NNz=(z-22,-2,...2,~ 2) % :—2 :Zn:(zi -zf =ng/? (3.294)
z,~Z )

Vyraz z'NNz/n = z'Nz/n potom predstavuje rozptyl zloZiek vektara

Poslednou vilastn@su maticeN, ktoré si ukazeme, jple=e. Plati totiz:
Ne:(ln—iuT)e:e—iuTe:e (3.295)
n n
kedZ?e 1"e=0. Pripoma&me este, Ze v kapitole 3.4.1 sme dokazali dakX'e = 0.

Pokisme sa teraz vy§tar vyrazy'Ny, ktory savisi s rozptylom zloZiek (chyba muslen
1/n):

y Ny =(§+e)" N(y +e) (3.296)
=(ITN+e"N)G +e) (3.297)
= TNy +§"Ne+e NJ +¢e' Ne (3.298)
=y'Ny+2yTe+e’e (3.299)
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=y"Ny +28"XTe+e’e (3.300)
=y'Ny+e'e (3.301)
V Stvrtom riadku sme vyuzili fakt, Z§"Neje redlnecislo (y' ma rozmer 1 xn,

maticaN méa rozmemn x n a vektore je rozmerun x 1). Zarové §/TNe=(eTN§/)T , ale kel'Zze
matica radu 1 x 1 sa vzZzdy rovna svojej transponejvaratici (je to len jednd@islo), plati
y'Ne=e'Ny a nasledney'Ne+e'Ny =2y"Ne. V poslednej rovnici sme zas vyuzili uz
spominant rovnasX e = 0.

Ak by sme obidve strany vydelitislomn, dostaneme:
EyTNy :lyTNy +1de (3.302)
n n n

o’=0+0.;

Vysledok, ktory sme dostali znamena, Ze rozptyheffovanej premenngj, a tym aj
jeho variabilita, méze hyrozloZzeny na dvetasti: rozptyl vyrovnanych hodnét, ktory
nazyvame aj vysvetlenou variabilitou a rozptyl dedj ktory vysvetli nevieme. Koncepciu
vysvetlenej variability je mozné pochdpinasledovne. Ak existuje wah medzi
vysvetujacimi a vysvefovanou premennou, tak pri réznych hodnotach vysy@tich
premennych prirodzeneakavame, Zze sa bude mé&nj vysvefovana premenna — je to dané
ich vzajomnym v#ahom. Variabilitu spésobenu reziduami si ale vyst/eevieme.

Uvedeny rozklad nam moéze tbyzitacny pri konstrukcii ukazovata kvality modelu.
Zrejmecim v&Si je podiel vysvetlenej variability na celkovejriadilite y, tym lepSie model
vysvet'uje premenny.

Ukazovaté davajuci do pomeru spominané premenné sa nazy\Hiciemt
determinacie a je dany tahom:

R2 = 9:N9 —1- ?Te
y Ny y Ny

KedZe ¢itate’ v prvom zlomku je lentag’ou vyrazu v menovateli a oba vyrazy su

(3.303)

nezaporné, vzdy plati & R* < 1. Hodnota O znamena, Ze model vdbec nevisjeet
variabilitu zavislej premennej, hodnota rovna lazasamend, Ze vah medzi nezavislymi
premennymi a zavislou premennou je mozné exaktpésgoregresnou nadrovinou a rezidua

sl nulové.
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Pri porovnavani ré6znych modelov pre ta istu zavigtémennuly je znamy jeden
nedostatokR%. Koeficient determinécie je neklesajicou funkcipaitu vysvetujicich
premennych v modeli — to znamena, Ze by smelgpattho do modelu mali pridava
premenné aj vtedy, Keje prirastok vysvetlenej variability i maly. V praxi preferujeme
skor modely €0 najnizSim p&tom premennych. Aby bolo mozné urbhircity kompromis
medzi p&tom premennych a konceptom koeficientu determin&eisto sa pouziva takzvany
korigovany (angl. adjusted) koeficient determind&erekcia sa realizuje na zaklade'aku
velkosti vzorky a pétu odhadovanych parametrov. O zaradeni d@da&jopremennej do
modelu méZzeme rozhodavaa zaklade korigovaného koeficientu determinacek-by sa
pridanim premennej jeho hodnota nezvysSila, premeepédmaha vysvetlizavisit premennu
dostaténe na to, aby sme ju v modeli ponechali. Korigoviogficient determinacie nam
preto umo#uje najs kompromis medzi dvomi protichodnymi €mi — kvalitou vyrovnania

a poziadavkou néo najnizsi poet vysvelujucich premennych.

e'e
> . n—(k+1) _ n-1 e€'e
=1-— 3\ =1 3.304
" y' Ny n-(k+1)y'Ny (3509
n-1

Koeficient determinacie je mozné vytizaj na testovanie Statistickych hypotéz.

Konkrétne je mozné testavéinearny model ako celok pomocou hypotézy:

Ho: Bi=B==B=0 (3.305)
Oproti alternativnej hypotéze:
H,: 0B #0, i0{12,...,k} (3.306)

Ak by sme nulovu hypotézu nevedeli vyvfatznamenalo by to, Ze je mozné, Ze
neexistuje vah medzi ktoroukiivek z vysvetujlcich premennych a zavislou premennou —
inak povedané, model ako celok nedokaze vysyethi preukazavztah medzi premennymi.

Testovacou Statistikou pre tato hypotézu je:

F - R? n-(k+2)
1- R? k

(3.307)

Této Statistika m& rozdelenie & an — (k + 1) stupiami va’nosti.

S pomocou koeficientu determinacie je mozné reediz@j d’alSie Statistické testy,
napriklad test na linearne reStrikcie. Povedzmerikiapl, Ze by sme mali dve skupiny
vysvefujicich premennychX; aX, Nech méa matic&; k; siipcov a maticaX, k, siipcov
(premennych), & =k; + k.. Jeden z modelov, ktory by sme mohli kvantifiktje model:
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y = XiBy + X B, +u=[X, le[l':l} U (3.308)
2

kde posledny vyraz predstavuje zapis cez blokovicmalefinované v Kapitole 1.3.7.

Alternativnym modelom by mohol Byasledovny model:

y =X, +u (3.309)
Tento model dostaneme z pévodného, ak by platilo:
B, =0 (3.310)

Ak by sme chceli otestovaci je posledna rovna'spravdiva, mohli by sme vychadza
z kvality vyrovnania oboma modelmi, t. j. z tohodkoadobre modely popisuju zavislu
premennd. Je dbélezité, Ze zavisla premenna je etolpoipadoch rovnaka. Model v tvare
(3.308) nazyvame modelom bez resStrikcii a mod@.309) obmedzenym modelom.
Koeficienty determinécie pre tieto modely budemeadava’ R?sra Reo.

Test je moZné realizovgrostrednictvom Statistiky:

1_R§R k2

(3.311)

Ak je StatistikaF v&Sia, ako kritickd hodnot& rozdelenia & an — kstupami
vol'nosti, hypotézu @, = 0 zamietame.

Su zname aj'alSie testy, ktoré testuju podobnu hypotézu, ake shprave ukazali:
patri medzi ne tzv. Waldov test, LM test a LR td$eto testy su asymptoticky ekvivalentné,
no pri malych vzorkach nemaju lepSie vlastnosty siominany test.

Priklad 3.9
Vtomto priklade sa pokasime o kvantifikaciou jedoé zo zékladnych tvrder

| ety

vyucovanych v ramci makroekonémie: ,spotreba je funikcetdchodku” (John Maynar

Keynes). Vychaddzabudeme z Udajov uvedenych v nasledujlucejltedu
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Tabu’ka 6: HDP a spotreba za obdobie 1995 — 2010 v SR

Rok HDP CONS
1995 7.0 5.1
1996 7.7 5.9
1997 8.3 6.3
1998 8.8 6.8
1999 9.0 6.9
2000 9.5 7.3
2001 10.4 8.1
2002 111 8.7
2003 11.5 8.9
2004 12.3 9.4
2005 13.5 10.3
2006 15.0 114
2007 16.9 12.4
2008 18.2 13.6
2009 17.0 13.8
2010 18.0 14.0

Zdroj: Eurostat

Pozn.: Gdaje su v parite kipnej sily na jednéhovabya v trhovych cenéach

(hruby domaci produkt).
Ulohy:

spotreba je funkciou déchodku.
3. Rezidua z modelu zobrazte graficky.

4. Overtegiplatil’e=0.

RieSenie:

1. Zobrazte graficky skimanu fuéiki zavislos.

Premenna CONS predstavuje spotrebu a déchodok riepdezentovany premennou HDP

2. Kvantifikujte regresny model, na zaklade ktoréholmyo mozné ovefitvrdenie, ze

5. Interpretujte ziskané vysledky a vyjadrite sa kniifi@@mu sklonu k spotrebe.

ktora premenna je vysuielvana, kvantifikové budeme nasledujuci model:

Ked'Ze v tvrdeni, ktoré mame oveér{¢i spotreba je funkciou déchodku) je presne dané,

CONS = 3, + BHDP, +y,

kde:

t=1,2,..T CONS - spotreba ¥tom roku
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T — patet pozorovani HDP; — d6chodok v-tom roku Po.p1 — regresné koeficienty

>HDP <-¢(7.0,7.7,8.3,8.8,9.0,9.5,104, 11.1 , 11.5, 12.3,
13.5, 15.0, 16.9, 18.2, 17.0, 18.0)
>CONS <-¢(5.1,5.9,6.3,6.8,6.9,7.3, 8.1, 8.7, 8.9, 9.4,

10.3,11.4, 12.4, 13.6, 13.8, 14.0)
> plot(CONS ~ HDP, cex.axis=1.3, cex.lab=1.5)

<t
-

12

CONS

[ [ [ [ [ [

8 10 12 14 16 18

HDP

Obrazok 12x-y graf vz’ahu spotreby a déchodku
Zdroj: vystup zo softvéru R

Uz z daného grafu m6zeme vidige existuje silna linearna zavidfasmedzi skimanym

premennymi. V zaujme korektnosti a exaktnosti jgkvSutné dany wah kvantifikova®.

> Reg.Model = Im(CONS ~ HDP)
> summary (Reg.Model)

Call:
Im(formula = CONS ~ HDP)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

Pri tomto priklade sa dopigme nepresnosti, pretoze do Uvahy neberieme (om)séanos casovych radov
a nebudeme riedSiani predpoklady regresného modelu. NaSicHooie je len matematicka kvantifikacia
modelu a interpretacie koeficientov.
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-0.57224 -0.06871 0.00923 0.09616 0.75078

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -0.03674 0.25126 -0.146 0.886

HDP 0.76976 0.01979 38.887 1.15e-15 ** *

Signif. codes: 0 *** 0.001 “** 0.01 *’ 0.05 . 0171
Residual standard error: 0.2941 on 14 degrees of fr eedom
Multiple R-squared: 0.9908, Adjusted R-squared: 0.9 902
F-statistic: 1512 on 1 and 14 DF, p-value: 1.149¢ -15

Tento Koeficient pri HDP je mozné interpretévako hraninym sklon k spotrebe.

Hodnota koeficientu je kladna¢o naznd&uje priamy vrah medzi GOrokou HDP

a spotrebou. Tento vysledok sa da&bkéva a je v sulade so zakladnou ekonomickou

tedriou. Pri véSich hodnotach HDP pozorujeme ¢Si@ hodnoty spotreby. Odhe
regresného koeficientu pri HDP méa hodnet77, ¢o naznéuje, zZe s prirastkom HD
(nezavisla premennd) o jednu jednotku spotreba igaywremenna) narasta o 0.
jednotiek. Tato hodnota je pritom pomerne tdogsoka a nazriaje, Ze pomerne ViU

¢aq’ produktu vynakladaji na spotrebu. Tento stav jér slpické pre menej rozvinuté

krajiny.

Hodnott’ vyznamnosti koeficientov je problematickédie ide otasové rady a neoveril

sme predpoklad stacionarity. Ztohto dévodu by snegnali déverovéa vysledkom
zregresnej analyzy. Taktiez si vSimnime pomernesoky hodnotu koeficient
determinécie vieme poveflaze model popisuje 99.02 % variability. V spadoskych
vedach, najma pri analyzasovych radov, su takéto vysledky mimoriadne ojeldia skor
nazn&uju, ze tento model je zrejme chybny. Ako sa neskGize problematicky je t
prave predpoklad o stacionarite. Ak maju obe prev@erovnaky deterministicky trenc
alebo rovnaky charakter stochastického trendu,rmpata medzi nimi méze identifikove
silny vzah (ako je to aj v naSom pripade), ale v skubsti je to len spolkmy trend.

Ostala nam eSte vizualizacia rezidui a kontroldgokladu o ich nulovej strednej hodnc

(resp.1'u = 0), ktor( vykoname napriklad pomocou vyberovétfitmetického priemeru.

d

9)

a4

=

—+

e

> plot(Reg.Model$residuals, col = "blue", cex.axis =1.3,
cex.lab =1.5)

> lines(Reg.Model$residuals)
#Uloha 3 => zobrazi rezidua z modelu v grafe
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rezidua
-0.2 00 0.2 04 06 0.8

-0.6

> 10 15
cas
Obrazok 13: Rezidua z regresného modelu
Zdroj: vystup zo softvéru R

> mean(Reg.Model$residuals)
#Uloha 4 => zobrazi priemer vypo citanych rezidui

[1] 8.239937e-18

Obrazok rezidua nam nazwge, ¢i existuju utité intervaly systematického nad- aI:Fo
pod-hodnocovania predikovanych hodn6t spotreby.rikigal od Stvrtého aZz po deviate
pozorovanie model mierne podhodnocoval spotrébwidno z toho, Ze rezidua sucgie
ako 0. Zarov# vidime, Ze model relativne stratil svoju preshesposlednych rokoch
2008, 2009 a 201@o je prave obdobie, ktoré bolo charakteristickédggun a nahlym
spomalenim (dokonca poklesom) ekonomického rasiytd® obrazok teda nazhige aj

pritomnos heteroskedasticity, K&e rozptyl rezidui sa na konci sledovaného obdjalia

.....

3.5 Porusenie predpokladov linearneho modelu

Vysledky v predchadzajucich kapitolach nam umga pracovd s linearnymi

modelmi — hovorili sme o ich Specifikacii, oich latle a vlastnostiach. Cely vyklad sa
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doposid zasadnym sposobom opieral o predpoklady, ktoré smae model kladli.
V podkapitole 3.3.3 sme si uviedli vSetky predpdklaaj s popisom ddsledkov, ak nie su
dodrzané. \Lasti o efektivnosti bodového odhadu regresnychigieetov sme videli, Ze
Statistické vlastnosti estimatora metdédy najmensiebrcov zaviseli na predpoklade P2.

Nie je pravdou, Ze v pripade, ak su predpoklady ehoghorusené, je cely model
zbytainy. Poda toho, o ktory predpoklad ide, a akym spbésobomojeiSeny si model mdze
zachovavé niektoré dobré vlastnosti, ale niektoré modze stracje preto délezité poztia
dosledky porusenia predpokladov.

V tejto kapitole sa budeme zaohirhlavne porusenim predpokladu P2 — tento
predpoklad je poruSeny maptejSie, ama asi aj najvaznejSie dbsledky. \Kkksit ale
spoma&me aj ostatné predpoklady.

Predpoklad P1 o nulovej strednej hodnote vektosane uz podrobnejSie popisali —
jeho nedodrzanie sa prejavi hlavne v skreslenomadaelhkonstantyf,. Predpoklad P3
o deterministickom charaktere matic€ nie je (za splneni niektorych dodé&tgch
predpokladov) restriktivnym — w&ina vysledkov plati aj pre stochasticki matigu
Predpoklad P4 hovori o hodnosti matie- na poruSenie tohto predpokladu nas okamzite
upozorni Statisticky softvér, pretoZze v pripadeojefastania nie je mozné vypta odhad
regresnych koeficientov. Predpoklad P5 je o notmaiktorau — jeho poruSenie ovplyuje
vysledky Statistickych testov, ale v niektorychpadoch tiez nie je kritické, ak sa je mozné
normalnom pravdepodobnostnom rozdeleni priemerAyz uvedeného zoznamu moznych
poruSeni predpokladov vidime, Ze predpoklad P2 n&dzin predpokladmi vyznamné
postavenie — jeho poruSenie ma vaznejSie dosledky.

3.5.1 Désledky porusenia predpokladov o homoskedasticite a autokoreldcii

Doposid sme sa zaoberali pripadmi, ak platil predpokladt&®a platilo:

g> 0 - 0
0 o> .- 0

E(uuT):azln: D (3.313)
0 O o’
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pres” € R+. Pripoméime, Ze ide o predpoklad o tvare vatiao-kovariatnej matice
vektora nahodnych portian Pod'a predpokladu maji zlozky vektotaten isty rozptyls®
(homoskedasticita) a su vzajomne nekorelované.

Z uvedeného vyplyva, Ze k poruSeniu predpokladuadiis’ tromi spésobmi — hil
st zlozkyu heteroskedastické (maju rozny rozptyl) — vtedybloji prvky maticeE(uu’) na
hlavnej diagonale r6zne. Druhou mozrms je, Ze su zlozky korelované — to by znamenalo,
7e mimodiagonalne prvky mati€uu’) by neboli nulové. Tgobu moZnogou je kombinacia
predchadzajucich — k poruSeniu predpokladov mozbdatizé tak na diagonalnych, ako aj na
mimodiagonalnych prvkoch.

UvaZzujme preto vSeobecny pripad, kedy prijpase vSetky alternativy. V takom
pripade zawfme maticu Q, ktora ma rozmern x n. Jej blizSiu Struktaru blizSie
nespecifikujeme. Predpokladajme tieZ, Ze ako jedényporuSeny predpoklad o vario-
kovariartne] matici vektora u, ostatné predpoklady nech su splnené. V rozpore
s predpokladom P2 nech:

E(uu') =Q (3.314)

Ak by sme chceli posudidésledky porusSenia P2, &tanam zisti’, pri ktorych

vysledkoch bol tento predpoklad pouzity.
Pri odhade metddou najmensich Stvorcov sme ziskialadﬁ minimalizaciou sumy

Stvorcov reziduie'e. V tomto kroku sme predpoklad nepouZivali, takagiaé k zmenam

nedochadza.
Dalej sme posudzovali vlastnosti bodového odhaﬁlu Zistili sme, Ze iSlo
o neskresleny odhad. VyuZili sme pritom skuiog’, Ze strednu hodnotﬁ je mozné zapisa
v tvare:
EB)=p+(X"X)XTE()=p (3.315)
pricom posledna rovndsvyplyvala z predpokladu P1E(u) = 0. KedZe teraz

uvazujeme o poruSeni predpokladu P2, predpoklad@ameyredpoklad P1 plati a preto aj
Vv tejto situdcii zostév@ neskreslenym odhadom.

DalSou vlastna®u, ktord sme skumali, bola efektivrtiosdhadufi. Je pravdou, Ze
ma tento estimator zo vSetkych neskreslenych odhadmpnensi rozptyl? V podkapitole 3.4.3

sme ukazali, Ze pre vari&mo-kovariagnua maticup plati:
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varlp)= (X"X) X TE(uu™ )X (XTX) ™ (3.316)
Ak sme podla predpokladu P2 mohli Zuu’) dosadf ¢°l ,, vyraz sa zjednodusil na:
varlp)= 0% (XTX)™ (3.317)
Kazdy Statisticky softvér sa pri vygie Statistickych testov riadi poslednou rowms
Ak je vSak predpoklad P2 poruseny, skutd variaino-kovariatna maticaﬁ ma tvar:
varfp)= (XTX) TXT QX (XTX) ™! (3.318)
Softvér v takom pripade pouziva nespravny vzoreddéMedku toho budd nespravne
odhadnuté rozptylﬁ a vSetky realizované Statistické testytest, F-test) budu nespravne.
Napriek tomu, Ze by vystup z programu indikovaltiSteky vyznamné vysledky, tieto
nebudd smerodajné, &ee su vypoitané nespravne.
Dalsim désledkom je, Ze nie je isté, variantno-kovariatna matica (3.319
predstavuje najmensi mozny rozptyl pre odf}alf nemusi bty efektivnym odhadom.

Désledky poruSenia predpokladu P2 su teda rozsiafide m6zeme vypitat odhad
regresnych koeficientov metédou najmenSich Stvoectento odhad bude neskresleny, je ale
mozné, ze bude neefektivny (informéacia zo vzorkynhghla by vyuzita aj na presnejsi
odhad, ako dostavame)¢a je horSie, zlyhavaju testy v ramci induktivnetistiky.

V nasledujlcegasti sa budeme zaobéraSeobecnym rieSenim problému porusenia
predpokladu P2 zovSeobecnenou metédou najmenSichicdt, a nasledne si ukazeme
konkrétne sposoby, ako zispritomnos heteroskedasticity a autokorelacie, pripadne ako s

pocina’ v pripade, ak nami skiimany model vykazuje tietmgenia predpokladov.

3.5.2 Zovseobecnend metoda najmensich stvorcov

Ekonometrickému modelu, pri ktorom vychadzame zuteimého modelu:

y=Xp +u (3.319)
a o vektore poruchovyatienov predpokladame:
E(uu') =Q (3.320)

hovorime zovSeobecneny linearny model (aggheralised linear modgl
Problémom je v naSom pripade mati@®a Podobne ako v pripade beznych testov
induktivnej Statistiky aj tentoraz mézeme najpnakova’ so situaciou, kedy by sme maticu

Q povazovali za znamu. UvaZzujeme teda o pripadge gdoruSeny predpoklad P2, ale my
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vieme, akopresneje poruSeny. Nasledovny postup realizujemelpodékazu uvedeného
v Davidson a MacKinnon (2003, s. 256).
K matici Q je uzitainé najs maticu¥ rozmerun x n, ktord méa vlastna’s
Ql=ywvy' (3.321)
Ku kazdej symetrickej pozitivne definitnej matieiyZzdy mozné takato maticu néjs
ked'Ze jeQ variartno-kovariagnou maticou, musi bbyaj symetricka, aj pozitivne definitnd.
Podmienku teda $ipa a vZdy k nej bude mozné rnjghodnii maticl¥. Matica’¥ dokonca
nebude jedinena — vé&Sinou sa nanu kladu eSte dodatoé podmienky, ako napriklad
poziadavka na symetricksalebo aby bola trojuholnikovou maticou. Vhodnutima je
moZné najt napriklad Choleského dekompoziciou mafié
Matica¥ sa vyuZiva na Specifikaciu transformovaného modelu
Y'y=¥'Xp+¥'u (3.322)
Ak by sme ozndli y' = W'y, X’ = ¥'X au’ = Y'u. Po zavedeni substitdcii

dostavame:
y=Xp+u (3.323)
Uz vieme, Ze odhad pomocou metddy najmensich Sivdrade méatvar:
B=(xTx )X Ty (3.324)
=X"P¥' X)X Py
:KT Q-lx)-le Qly
Tento odhad bude neskresleny, pretoze:
EB) =e(x e x) x a1y (3.325)
- E(x %) " xT@(xp +u)) (3.326)
- ((x @ x ) 'x"xp + (x T2 X)X "2 ) (3.327)
= Elp+ (X" )‘leQ‘lu) (3.328)
=p+ (X" X)X @ E(u) (3.329)
=B (3.330)

Ako je to s predpokladmi modelu? Pre vaéao-kovariagni maticu poruchovych

élenov mame:

E(uu'") = E(¥ uu"yp) (3.331)
=¥'E(uu")¥ (3.332)
=y QY (3.333)

Na zaiatku sme definovaliQ® = Y¥', takzeQ = (¥¥")™. Pre posledny vyraz
z vlastnosti inverznej matice dostéva(ml' T)'1 = (TT )'1\11‘1. Po dosadeni dostaneme:
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Yiow=w (¥ iy = (3.334)

Transformovany vektor poruchovyetenov syiia predpoklad P2, pretoZe:

Ewu ) =1, (3.335)
Variantno-kovariana matica odhadov regresnych koeficientov ma tvar:
var(p)= (x Tww Tx )™ (3-336)

Déa sa ukaza(Davidson — MacKinnon, 2003), Ze estimator ziskaaySeobecnenou
metddou najmenSich Stvorcov (angjeneralized least squaresGLS) je neskresleny
a efektivny odhadp. Aj ked méa dobré vlastnosti, pouZitie tohto estimatorasjéle
problematické, kéZe predpoklada, Zze pozname vagramkovariagni maticuQ.

Pomerne zndmou je aj metdda tzv. vazenych najnters§iorcov (angl. weighted
least squares). Je Specialnym pripadom vysSie gnugjigovSeobecnenej metédy najmensSich
Stvorcov pre pripad, kedy je mati@adiagonalna. M6Zzeme ju potom napisavare:

gf 0 - 0
2
=% % 0 (3.337)
0 0 ..- g2

n
kdesi? € R+ prei = 1, 2, ...n. Pri takomto poruseni predpokladu P2 (@zvanom aj
ako heteroskedasticita) m6zeme v pripade znamager@t odhadnéi model tak, ze kazdu
regresnu rovnicu vydelime Transformacia by potom vyzerala takto:
Yiloi = poloi + fr1Xialoi + foXioloi + -+ + fiXidoy + Uloy, 1=1,2,...n (3.338)
Ide o Specialny pripad zovSeobecneného linearnelodeln, pretoZze inverznou

maticou kQ definovanej vysSie je matica:

ER
0,
o L ... o
Q= o2 (3.339)
o o . 4
Jn

Odtid’ vidime, Ze pré¥ stai zvolit”:
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2 0 0
0,
1
T (3.340)
0 0 =S
o-n

3.5.3 Heteroskedasticita

O heteroskedasticite hovorime, ak poruchéedy u nemaju rovnaky rozptyko je
v rozpore s predpokladom P2. Vaan-kovariagna matica prvkow potom vyzera tak, ako

sme si to popisali v predchadzajucej podkapitolengtéde vazenych najmensich Stvorcov.

gf 0 - 0
2
o=/ % 2 0 (3.341)
0 0 ..- g2

n

Priciny heteroskedasticity moézu tyré6zne — niekedy suvisi heteroskedasticita
s niektorou z vysvétjucich premennych — nap&im je niektora vysvétjuca premenna
vySSia, tym vysSi mbze by rozptyl poruchovéhdena.

Heteroskedasticitu je mozné identifikdvaniekd’kymi spdsobmi. V niektorych
situaciach je mozné nadobudnpodozrenie o pritomnosti heteroskedasticity aju&iaym
posudenim rezidui. Za tymtéalom je vhodné zobrazsi priebeh rezidui, neraz akey graf,
kde na horizontalnej osi zvolime niektori z vy$ugicich premennych ana zvisli os
zobrazime rezidud.

Vizualne posudenie je vSak stéle len subjektivn@tonou, takze ma len oriedtey
charakter. Napriek tomu sa da odp@{) ked’Ze vizualizacia dat spravidla zime napomaha
pri rozhodovani sa o sp6sobe modelovania skimaeejennej.

Druhou skupinou metdd, ktoré slUzia na testovargteroskedasticity su postupy
zaloZzené na Statistickych testoch, realizovanyctavigla na pomocnych regresiach. Ak
mame podozrenie, Ze niektora premenna suvisi satiansa rozptylom poruchovyekenov,
moze by logickou vd@bou pokudi sa tento vwah modelov& Ak by sme vedeli preukagza
Statisticky vyznamny wah medzi rozptylom rezidui a niektorou z premennyzptyl

zrejme nebude konStantny.
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Zostava otazkago by vtomto pripade predstavovalo zavisli premeriRazptyl
nahodnych portcla® prei = 1, 2, ...,n je pre nas neznamy. ¥&inou sa preto za zavisl

premenni vyberaju Stvorce rezidef,

Tabu’ka 7: Pristupy k testovaniu heteroskedasticity

Met6da Test
Park Ing’ =4, +4.Inx, +v,
Glejser l& = Bxin +V,

le == Al )+,
& =A%)+

le = 5, +ﬁlm+vi
l& = v Bo+ BiXin TV
& =45+ B +V,

Goldfeld—Quandt F-test,e’e pre dva modely

k k
8= Vot DMK D KX
=1 =1

White 1 K

+ z z Vors@k-i)-nyiz+-j X X TV,

j=11=j+1

Zdroj: vlastné spracovanie

Tabuka 7 prezentuje rézne pristupy k testovaniu hekedmssticity na zaklade
pomocny regresii. V pripade testov, ktoré navrhfirkP a Glejser je potrebné najprv
identifikova® premennu, o ktorej si myslime, Ze suvisi s hekadassticitou zloZieku.

V tabu’ke predpokladame, Ze zvolend premenna ma imdex{l, 2, ..., n}. Vo vacSine
pripadov (okrem Goldfeld-Quandtovho a Whiteovhdugsa testuje vyznamnog;.

Goldfeld-Quandtov test porovnava pomodedestu sidet Stvorcov rezidui pre dva
modely totozné s pbévodnym modelom, wyftané na zaklade reStrikcie vzoriek —
pozorovania sa zoradia p@ad hodnbét premennej, o ktorej si myslime, Ze spgsobu
heteroskedasticitu, a nasledne kvantifikujeme dvadety, jeden na prvej péatine (alebo
tretine) vzorky, a druhy model na zaklade posleduijny (tretiny) vzorky. Pozorovania
v strede vynechavame. Zmyslom testu je por6yia rezidua rovnako Specifikovaného

modelu maju na podvzorkach rézny rozptyl — ak &maikuje to heteroskedasticitu.
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Test ktory navrhol White vychadza z predpokladu,né@ieme vopred identifikova
premennud, ktora by mohla suvisis heteroskedasticitou. Pomocna regresia preténaah
vSetky pévodné regresory, ich druhé mocniny, alst&ny regresorov. Je zrejmé, Ze tento

test je mozné pouZien na vasich vzorkach — v teste vystupujd’ne vel'a regresorov.

Priklad 3.10
Overte i regresny model zavislosti cien bytov a ich rozi¢Rriklad 3.7) nie je zazeny
problémom heteroskedasticity rezidui.

Aj vtomto priklade vyuzijeme knizniclmtest , v ktorej pomocou prikazbptest

vieme pouzi na testovanie heteroskedasticity klasicky BreusdPaganov test. V ramc
neho sa testuje zdruZena nulova hypotéza o kon§tEnt rozptyloch rezidui

(homoskedasticita).

> Reg.Model = Im(Dataset$Cena ~ Dataset$Rozloha)
> library(Imtest)
> bptest(Reg.Model)

studentized Breusch-Pagan test

data: Reg.Model
BP =0.0165, df = 1, p-value = 0.8979

V danom regresnom modeli sa heteroskedasticiteenkprala, kéZe p-hodnota je véSia

ako hladina vyznamnosti 5 %. Qp#&Sak treba pripomettiy Ze ide o regresny mode
kvantifikovany na nizkom pite pozorovani, preto aj Breusch — Paganov test mige

nizku silu.

V pripade, ak pomocou testov zistime, Ze su ponelhiteny heteroskedastické,
mame niektko moznosti, ako s problémom natbZAk mame informéciu, ktora premenna
suvisi s heteroskedasticitayy mézeme vyuZi metddu vazenych najmensich Stvorcov, resp.
zovSeobecnenu metddu najmensich Stvorcov.

Inym pristupom je pouzitie tzv. estimatorov vatiao-kovariagnej matice
konzistentnych aj v pritomnosti heteroskedasticifgngl. heteroskedasticity-consistent
covariance matrix estimator). Podstatou tychtonesrov je realizacia konzistentného
odhadu variatno-kovariagnej matice odhadov regresnych koeficientov. Pripgmes Ze

tato matica ma tvar:
varlp)= (XTX) TXTQX(XTX) ™! (3.342)
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White (1980) sa zaoberal odhadom podobnych matkedav trochu modifikovanom
tvare. Pracoval s asymptotickou vatiaao-kovariatnou maticou Davidson — MacKinnon
(2003):

) (] o)
lim| =X"X | lim =X"QX | Ilim =X"'X (3.343)
n-o\ N n-ow\ N n-o\ N
Kym odhadné prvu a poslednua limitu nebol problém, White dokaZa je mozné
konzistentne odhadrprostrednu limitu s vyuzitim nekonzistentného atihenaticeQ. Teda
dokazal, aj nekonzistentny odh&@d moéze vies ku konzistentnému odhadu variao-
kovariartnej matice odhadov regresnych koeficientov. Terdbaol sa realizuje pomocou
vyrazu:
(XTX)IXTOX(XTX)™ (3.344)
kde © je diagonalna matica. Existuje ni¢ko pristupov, ako tuto maticu vytvéyi
najbeznejSie sa ozt HCy azHCs.
EstimatorHC, navrhol vo svojonglanku sam White, ide o najjednoduchsi pripad; ke
diagonalne prvkyfz vypcitame podla vzorca:
& =€ (3.345)
Na diagonale su teda Stvorce rezidui.
Estimator HC; uskut@nuje korekciu vychadzajucu z@o  pozorovani
a odhadovanych parametrov:
N n
@, :Qzﬁ (3.346)
Pre estimatoHC, sa definuje premenrg = X;(X 'X)*X;", kdeX; jei-ty riadok matice
X. Pre estimatoHC, potom kladieme:

2

@ = 1? h (3.347)
Dalou mozna®u je estimatoHCs, pri ktorom:
- e’
a{i = (1_ h )2 (3348)
Poslednou mozndsu je estimatoHC,, pri ktorom:
- e’



kde
S = min{4,ﬂ}, i=12,...,n (3.350)
k+1

Vyber estimatora nie je jednozfmy a ndzory sa rozchadzaju aj v publikovanych
¢lankoch. Panuje pomerne zna zhoda, Ze najhorSim je zrejme odhad pomdd@Qy.
Existuju Stadie, ktoré upredndsiu odhad pomocotiC;. Odhady pomocotC, aHC; su
odpor&ané aj vtedy, ak sa vo vzorke nachadzajtabl® hodnoty v ramci vysv&tjacich
premennych.

Vyuzitie HC odhadov pri regresnom modeli ma svoje vyhody. Yopr rade na
rozdiel od inych metdd nie je potrebné transforntoxsvet'ujiuce a vysvdbvanu premennda.
Transforméaci€asto menia interpretéciu koeficientov v regresnoadefi — videli sme, Ze pri
interpretacii regresného modelu zodpoveda regréseficient marginalnej zmene zavislej
premennej, kym napr. pri transformovanom log-logdeiouz ide o elasticitu. Ak vytvarame
ekonometricky model v dgitom tvare z deduktivnych dovodov (ako dosledokiowenia
konkrétnej tedrie), transformovany model nemusivgghovujdci.

DalSou nevyhodou transformovanych modelov je, Zepajpade, ak sa vieme spétnou
transformaciou dostak odhadom pdévodnych regresnych koeficientov vinélpom modeli,
stracame informaciu o testoch na Statistickl vyamaaha koeficiente determinacie. Hlavne
v pripade nelinearnych transformacii (akou je apnsimana frekventovana logaritmicka
transformacia) sa uz potom k vlastnostiam v pévagnoetransformovanom modeli nevieme
vyjadrit’.

Aj ztohto dbévodu je vyuZitie estimatorov vartmo-kovariagnej matice
konzistentnych aj v pritomnosti heteroskedastig#ymi atraktivne — nedochédza k Ziadnej
transformacii modelu, interpretacia a Statistickésty zostavaju v pévodnom tvare.
V skutainosti sa pri pouziti tychto estimatorov, ako ajbez nich (pri beznom odhade
variartno-kovariagne] matice odhadov regresnych koeficientov) odhagntegresné
koeficienty, a preto aj rezidud rovnaké. Musia’,bgretoze estimatorydC odhaduju len
spominanu variaimo-kovariagnu maticu, a nie vektor regresnych koeficientov.

BeZnou chybou byva vyget modelu s pouzitilC odhadov, a nasledné testovanie
heteroskedasticity pomocou niektorého z testowalaerne beznée, Ze v takom pripade test
identifikuje heteroskedasticitu €0 je aj logické, pretoZze testy na heteroskedasticit
vychadzaju z rezidui, ktoré sa pouzitihC estimatora nemenia. Vo vystupe Statistického

software sa preto treba pri ich pouziti riatin vysledkami odhadu regresnych koeficientov,
203



variartno-kovariagnej matici (Standardnym chybam z nej vyftanej) a signifikanciou.
Vypocet testov na heteroskedasticitu je po pou#@iestimatora uz potom zbytieé.
Treba si vSak uvedomi Ze vysledky pre tieto estimatory su len asympketi
v malych vzorkach teda moézu vieaj k nepresnym vysledkom. Pre nami prezentod@Gé
estimatory sa neodpafa pouzivd ich na vzorkach, pri ktorych je menej ako 100 pozani.
Okrem estimétorovHC, ktoré rieSia problém heteroskedasticity existugyl
estimatory variatno-kovariagnej matice HAC, ktoré su okrem heteroskedasticity
konzistentné aj v pripade, ak je pritomna autolémial Ich pouZitie a obmedzenia su
prakticky rovnaké, avSak ich vypet je naronejSi — v tejto publikacii sa nimi blizSie

zaoberé nebudeme.

3.5.4 Autokoreldcia

Kym heteroskedasticita sa tykala rozptylov, a tddavnej diagonaly variamo-
kovariartnej matice poruchovycklenov, autokorelacia sa tyka jej mimodiagonalnych
prvkov. Podia predpokladu by mali lfynulove, a poruchovéleny by mali by nekorelované
— ak tomu tak nie je, d6sledky su Znd, ako sme uvadzalidasti 3.5.1.

Autokorelaciou sa ma zmysel zaokehdavne v pripadéasovych radov. Pri nich je
mozné gakava, Ze susedné pozorovania moézutrkarelované nadhodnéeny. Méze sa to
sta’ napriklad z dévodu, Ze mame zle Specifikovany rhedeapriklad sme mohli vynecha
relevantnd premennu, efekt ktorej sa potom stat@siiu poruchovéheglena, pripadne sme
zvolili zId funkénd zavislo§ modelu. Autokorelacia mé& menSi vyznam v pripade
prierezovych dat — na tychto udajoch, ktoré suaiskza r6zne Statistické jednotky v tom
istom case nie je spravidla jasne definované poradie. ksime napriklad v databaze,
s ktorou pracujeme vymenili jedno pozorovanie zg it sa nemeni — hodnoty zostavaju tie
isté, bez ofadu na poradie, vakom ich uvadzam®ri ¢asovych radoch ale poradie
definované je — tu ma ,susedtibgpozorovani zmysel. Niektoré ekonometrické progyam
(ako napriklad Gretl) dokonca ani neumofl vypaiet testov na autokorelaciu v pripade, ak

je subor dat definovany ako prierezovy.

> Pri niektorych zaujimavych aplikaciach je moZnévdrit o takzvanej priestorovej korelacii. Uvazujme

0 jednoduchom pripade, kde naSou vykwenou premennou su (Statistickou jednotkou) suUeskr
a Statistickym znakom nezamestnahd® odhade tohto jednoduchého modelu by sme zrzjskali utitl
korelaciu medzi reziduami vzajomne susediacichsakrépripadne by rezidua zaviseli od vzdialenosiilzn
okresmi).
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Désledky autokorelacie si demonstrujeme na prikladgednoduchSieho mozného
spbsobu, ako moéze DHyvtomto smere predpoklad P2 poruSseny — pomocou tzv
autoregresného procesu prvého radu.

V tomto pripade maju byporuchovécleny korelované — jednoduchy sp6sob, ako to
dosiahnti, je poloZzt:

U = U, + & (3.351)

V predchadzajucom vyraze= 1, 2, ...,n — doposiéi sme pozorovania ozbtavali
indexomi, avSak pri praci gasovymi radmi sa ¥&inou pouziva index. Z tohto dévodu
zachovame obvykla konvenciu.

Vidime, Ze poruchov¥len u; je funkciou predchadzajuceha,;. Pre konstanty na
teraz plati obmedzenie, — 1p<< 1. Definujeme aj nové nahodné premenn@udeme ich
nazyva inovacie), o ktorych predpokladame Ze su navzajeezavislé, maju rovnake
rozdelenie pravdepodobnosti s nulovou strednou @todn a konstantnym  rozptylors,?.
Taktiez plati, Ze; sU nezavislé na.;.

Rekurentna definicie; znamena, Ze plati:

U = PUq + & (3.352)
= oo, + &4)+ & = PPU, + pE &, (3.353)
=P (At En) T PELTE = PULF PPE L+ PELTE (3.354)
p-1
=pPu v Ples,  pO{L2..t-1} (3.355)
i=0

Nahodny ¢len u, teda mbzeme vidy zapfsgwomocou oneskorenych hodndt,
a nahodnych inovacii.

Od nahodného procesu, akym je wjniekedy pozadujeme, aby bol stacionarny.
Stacionarita sa da definavedzne, ale v naSom pripade pouzijeme definiciugiabej, alebo
kovariartnej stacionarity. Aby sme tak proces mohli nazyvd slabo stacionarnym, musi

spinat’ nasledovné podmienky:
. . . 2 . ., ,
+ nepodmienena stredna hodnotuw) arozptyl O, existuju asu vase

konsStantné,

» kovariancie cou§, W.p) sU nezavislé od a zavisia len og (teda kovariancia
medzi dvomi poruchovymilenmi zavisi len na ich vzajomnom oneskoreni a nie

nacase, v ktorom sa realizovali).
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Podmienky slabej stacionarity vlastne hovoria ®ita, nemennosti niektorych
Statistickych vlastnostik v ¢ase. Skisme sa preto pogriéi je procesy tak, ako sme ho
navrhli v rovnici(3.351)stacionarny.

Pod’'a (3.355)m6&zeme pri oneskoreniphodndt napigaclen u; ako:
pl
U =pPu, + 3 p'E (3.356)
i=0

Casto sa vtomto bode navrhuje teoretickd abstrakciaby sa stalo, ak by sme
pccitali limitu pre p idice do nekorma? Samozrejme, tym by sme opustili naSu vzorku,
ktora nie je nekonma. Je vSak zaujimavé vidieako by sa poruchovylen spraval
asymptoticky. Priblizne si to mézeme predstavak, ako keby sme mali i vela

pozorovani. Pre limitu by platilo:
u =Y P& (3.357)
i=0

Aka by bola v tomto limithom pripade stredna hodng?
E(u)= E{Zpie}_i J =Y PElg4)=0 (3.358)
i=0 i=0

KedZee: ma pre vSetky nulova strednud hodnotu, je aj stredna hodmptavna nule.
Vypoditajme teraz rozptyl,. Tu mdZzeme vyu¥j zeD(e) = 6,2, ako aj to, Ze; aerp SU

prelubovd’né prirodzeng nezavislé, teda aj nekorelované. Potom:
g,”=D(u)= D{Zp‘a_i ] => p*Dlg)=0,"> 0 (3.359)
i=0 i=0 i=0

V pripade, ak plati — 1 g£< 1, m& nekon@y rad v poslednom vyraze kamg sitet:
0 2
D(u)=0.*> p* =:—£2 (3.360)
i= P
Vidime, Ze tak stredna hodnota, ako aj rozptylezavisi od indexti— v¢ase sa teda
nemenia. Zaroveje zrejmé, Ze podmienka — 1p<< 1 je Kuc¢ova — ak by tomu tak nebolo,
nekoneény rad pre rozptyl by nebol konvergentny. PodmienKa<p < 1 sa preto nazyva aj
podmienkou stacionarity.
Zatia’ sme pracovali sk v tvare nekon&ného radu —<€o je tvar, ktory jetazkeé si
predstavi, ked’Ze pracujeme s kotieymi vzorkami. Je mozné aj iné vyjadrenie — poloZzme
preu; stredni hodnot&(uy) = 0 a pre rozptyD(u;) = 6, %/(1 —p?).

Potom preu, dostavame v poslednom vyraze kémesEet:
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E(u,) = E(ou, +¢,) = pE(W) + E(e,) =0+0=0 (3.361)

Pre rozptyl dostaneme:

D(u,) = D(pu; +&,) (3.362)
= p*D(u)+ D(e,) (3.363)

2 2
_P 052 +0,? (3.364)

1-p

2 2 2 2 2
P9 *O; LA (3.365)
1-p

2
=% (3.366)

1-p

Indukciou by sme mohli pokéavar, ale zistili by sme, ze pre vSetkye E(u) = 0
aD(w) = 0. (1 —p?).

Z hradiska stacionarity je eSte potrebné avekovariance cowf, U.p) pre
pe{1,2,...t—1}. Plati:

p-1
coviy,u,_p) :cov(pput_p +Z,0'€t_i ,ut_pJ (3.367)
i=0
p-1 _
= cov(,o"ut_p , ut_p)+ cov(,o'gt_i , ut_p) (3.368)
i=0
p1
=pP cov(ut_p , ut_p)+ > P cov(gt_i ,ut_p) (3.369)
i=0
= p"Dlu,_,) (3.370)
2
— P US
=pF—=— 3.371
o 1- 2 ( )

Vidime, Ze kovariancia nezavisi tasovom indexé, ale zavisi len na oneskorgni
Proces u; tak, ako sme ho definovali, je slabo stacionargnto proces volame agj
autoregresivny proces prvého radu (poruchélgn je priamo funkciou svojej jednej
predchadzajucej hodnoty).

Variantno-kovariagnu maticu vanf) mézeme zapisanasledovne:
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1 p p P
s2| P 1 P P
var)=E(uu’)=Q = 1_;2 0> p 1 - p"? (3.372)
pn—l pn—z pn—3 L. 1

Z uvedeného vyrazu je vidieze aj ten najjednoduchSi autoregresivny procesrgge
pomerne komplikovanu varigno-kovariagni maticu. Kym pri heteroskedasticite doslo len
k zmenam na hlavnej diagonale, pri autokorelacimsmi cela matica. TaktieZ si mézeme
vSimn({’, Ze najvéSie hodnoty v matici sa sustredia okolo hlavnegdraly — ké'Zze p| < 1,
vySSie mocniny predstavuju v absollutnej hodnote menSga. Je tomu tak preto, #ém je
oneskorenie ) v&sSie, tym mensSia bude (za predpokladu homoskedastitiodnota
kovariancie.

Predchadzajuci ¥ah ukazuje, Ze autokorelacia ma ama dbsledky zlFadiska
splnenia predpokladu P2. Ako je mozné pritontreagokorelacie identifikouw®

Historicky asi najznamejSim testom autokorelacietje. Durbin-Watsonov test
autokorelacie. Testuje najjednoduchSiu formu autelésie, proces AR(1), o ktorom sme

hovorili v predchadzajucegsti. Tento test je zaloZzeny na testovacej Stiadisti

n

_ 2
. i;(@1 6., (3.373)

e'e

Statistikad nadobtda hodnoty od 0 do 4. Hodnata= 2 indikuje nepritomna's
autokorelacie. Hodnoty mensSie ako 2 hovoria o oz autokorelacii, hodnoty ¢éie ako 2
0 zapornej autokorel&cii. Jednou z nevyhod Durbigidbhovej testovacej Statistiky je to, Ze
nema jednoduché znadme pravdepodobnostné rozdeleqstuju prétho rézne aproximacie,
avSak vzliadom na to, Ze ide len o aproximacie, ako aj fdkt,je mozné testovalen
najjednoduchsiu formu autokorelacie spravidla odfgamme realizova iny test na
autokorelaciu. Durbin-Watsonova Statistika je nelpritomu vémi znamou a u&ina
Statistickych programov ju pri modelovani uvddzméze preto sluZiako rychla informécia
o tom, ¢i mbéZeme oakava poruSenie predpokladu P2 z dévodu pritomnosti kauedacie.

Hodnoty menSie ako 1, resp.¢gée ako 3 nas nabadaju k blizSiemu preskiumaniduézi

Priklad 3.11
Overte, ¢i regresny model zavislosti spotreby od ddéchodk8Rv (Priklad 3.9) nie je

v

za’azeny problémom autokorelacie rezidui.
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Danu ulohu méZeme ovérpomocou testu Durbin — Watson. NainStatbpatrebujeme
kniZnicu Imtest  a nasledne pomocou prikadwtest vieme overi nulovd hypotézu

Ho: p = 0 (autokorelacia sa nevyskytuje).

> Reg.Model = Im(CONS~HDP, data = Dataset)
> library(Imtest)
> dwtest(Reg.Model)

Durbin-Watson test

data: Reg.Model
DW =1.6293, p-value = 0.1419
alternative hypothesis: true autocorrelation is gre ater than O

> dwtest (Reg.Model, alternative = "two.sided")
Durbin-Watson test
data: Reg.Model

DW = 1.6293, p-value = 0.2839
alternative hypothesis: true autocorelation is not 0

Tento test ma pdvodne nastavenu alternativnu hgyppke autokorelacia je §&ia ako 0.
Alternativnu hypotézu si vSak mézeme zwpotedaci ide o kladnu autokorelacitHg: p >
0; alternative = ,greater” ) alebo zapornuHi: p < 0 alternative =

Jess* ). Taktiez si mbzeme zvdli obojstranny test afternative =
"two.sided" ), teda v@i nulovej hypotéze postatvalternativniH;: p # 0.

V naSom priklade sa nulovi hypotézu nepodarilo etnmi, teda mbéZeme povazava
vyskyt autokorelacie za nepreukazany. Implikackel@ zistenia spidva v skuténosti, ze
ziskanym vysledkom z daného regresného modelu n®Xenti. Treba vSak poukafaj

na nizky pdet pozorovani vdanom modalp sa méze prejatiaj na sile testu.

Pomerne&iasto vyuzivanym testom autokorelacie je Ljung-Bogbtest. Tento test je
zaloZzeny na autokorelacii rezidui, presnejSie khavinej autokoretmej funkcii. Pre rezidua
by sme mohli definowaodhad rozptylu:

2 1 . -\ 2 1 L 2 1 T
S =—— -8 =— =—=ee
e n_lé(a i) I e (3.374)

V predchadzajucom ¥ahu sme vyuzili vlastnds ktord sme dokazali v Kapitole

3.4.1, ktord hovori, Ze:
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g="1e=

=
=

0=0 (3.375)

Dalej prep € {1,2,...n — 1} mdéZeme definowavyberovi autokovarianciu:

covg &)= D (6 -8)(G &)=~ Y 6a, 3.376)
i=1

n_:I'i=p+l

S pomocou vyrazov pre vyberovy rozptyl rezidui #kovarianciu je mozné

definova’ autokorelanu funkciu reziduio(p) :

p(p) = % (3.377)

e

Ljung-Boxov test je potom zaloZeny na Statistikeg@he, 2012):
o
Q(p) =T(T +2)Z§(Tjj? (3.378)
j=1

Poslednym testom, ktory spomenieme, navrhli Brews8&odfrey. Tento test, ako aj
niektoré d’alSie pokrgilé spdsoby testovania poruSenia predpokladu P2ukgizeme

v nasledujucej kapitole.

3.5.5 Multikolinearita

O multikolinearite hovorime vo ¥ahu k predpokladu P4, ktory hovori o hodnosti

maticeX. Pod’a P4 ma platt
h(X)=k+1 A k+1<n (3.379)

Predpoklad P4 sa zavadza z toho dévodu, aby botaréd'™X regularna, a bolo
mozné odhadniip = (XTX)_ley :

V kapitole 3.3.3 o predpokladoch linearneho modshe si vysvetlili, Ze o poruseni
tohto predpokladu sa sdilostou dozvieme, ateda zZe tento problém je jasne
identifikovaté’ny a rieSitény. Identifikovat&ny je preto, lebo jeho nastanie kazdy Statisticky
program ohlasi, k#Ze je nemozné vygita® odhad regresnych koeficientov. Problém
rieSite’ny, pretoze vznikad ako dosledok zaradenia nesprdamabinacie premennych do
modelu — konkrétne ide o linearne zavislé premerwviéakom pripade nie je mozné
jednozné&ne ukit koeficienty linearnej kombinécie regresorov. Rig8espravidla spfiva
v Uprave vysvéujucich premennych — spravidla sa vyberie nejak&duml viastna

podmnozina vysvéujucich premennych z povodného modelu.
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Problém s multikolinearitou nastava pomerdasto pri pouziti indikatorovych
premennych (angldummy variablés o ktorych sme hovorili v kapitole 3.2.3. Yrae sa k
modelu, v ktorom modelujeme ako zavisliu premenngams prijem zamestnanca, premenna
x1 zodpoveda p#u rokov jeho praxe a premenraje binarna premenna, kde polozimg =
0 v pripade, ak responderne muz ax, = 1 v pripade, ak je respondentoena. Premenna
x3 nech je binarna premennd, kde polozire= 0 v pripade, ak responderné zena a3 = 1
v pripade, ak je respondentémmuz.

Yi = Bo + frXis + PoXiz + faXiz + Ui (3.380)
prei =1, 2, ...,nan € N. Dovodom, préo by sme mohli chcteSpecifikova model
tymto spdésobom by mohla tysnaha ziska samostatny regresny koeficient pre kazdé
pohlavie samostatnef- pre zeny g3 pre muzov.

Takto Specifikovany model nie je moZzné kvantifikbvaakd’ko dochadza k exaktnej
multikolinearite — dpce maticeX su utite linearne zavislé &(X) < k +1, ¢o je v rozpore
s predpokladom P4 (v naSom pripdade 3). Tuto skutdnog’ mézemelahko ukazé, ak si

uvedomime, Ze maticé ma tvar:
1 X X o X
X=| & T Tk (3.381)
1 X Xn2 0 Xk

Prvy stpec maticeX obsahuje vektor jednotiek. Pre vy3Sie definovargmenné

zrejme plati:
Xig +Xiz=1 (3.382)

Odtid’ je zrejmé, Ze prvy kiec matice je linearnou kombinéaciou tretieho atéha
stipca. MaticaX je potom singularna a nie je mozné vipa’ odhad regresnych koeficientov.
Ak by sme premennts vynechali, model by bolo mozné odhadna mal by intrerpetaciu,
o ktorej sme hovorili v podkapitole 3.2.3.

Porusenie predpokladu P4, ktoré sme si opisalefeni jednoduché identifikova
a preto je aj jednoduché sa mu vyvartbv@ dos menej zrettnym je pripad multikolinearity,
pri ktorom nehovorime o exaktnej multikolinearitesipce maticeX nemusia by linearne
zAavislé, stai, ak su vysoko korelované.

Ak by boli sipce maticeX, a teda vysvétijlice premenné, ktoré do modelu vkladame
vysoko korelované, k poruSeniu predpokladu P4 ne@ldza — hodndgsmaticeX méze mé

hodnotuk + 1 a je mozné vypdtat’ odhad regresnych koeficientov.
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V pripade vysoko korelovanych vysiwjticich premennych sa problém prejavuje

inak. D& sa ukdzgGreene, 2012), Ze:

o 1
D(B) = 5
_vp1-R (3.383)
Z (in X )2 R
i=1
V predchadzajucom vahui = 1, 2, ..., x :lzn: X; o?je rozptyl prvkov vektora
n‘s

u a R’ je koeficient determinacie regresného modelukfmiom je zavislou premennog a
vysvetujucimi vSetky ostatné premenné. Je zrejmé, ZeuUakremenné tvoriace vectt
korelované, koeficienty determinac® budu tiez vysoke. Pdid predchadzajiceho tehu
vSak potom budu vysoké aj rozptyly regresnych kaerfitovD(5;).

KedZe aj v pripade o korelovanych vysigticich premennych hovorime o
multikolinearite, méZzeme sa vyjadro désledkoch multikolinearity. Sa nim vysoké odphad
rozptylov regresnych koeficientov. DéleZitotejto skut@nosti sa prejavi pri Statistickom
testovani parametrov modelu — vysoké rozptyly zmajie Siroké intervalové odhady
regresnych koeficientov. To ma za doésledok togzedjmi tazké zamietntinulovu hypotézu
pri t-testoch skumajucich vyznammoegresnych koeficientov. Typickym pripadomdkie
vhodné preveti pritomnog multikolinearity je situacia, v ktorej nie su Ziag resp. je len
malo vysvelujacich premennych vyznamnych.

Statistické programyasto umo#uju vypaset charakteristiky, ktora slizi na postdenie
vplyvu a existencie multikolinearity. Ide vlastneposlednyclen predchadzajuceho fehu,
ktory sa oznéuje akoVIF;, a nazyva sa inftmy faktor rozptylu (anglvariance inflation
factor). ZjednoduSene povedané ¥dF; snazi charakterizova aky ma korelacia medzi
vysvetujucimi premennymi efekt na rozptyl regresného laeftu f;:

1
1-R?
Nasledujlca taldika zobrazuje wah medziR*a VIF;,

VIF, =

(3.384)

Tabu’ka 8: Inflatné faktory rozptylWIF;

R‘ 0.500 0.600 0.700 0.800 0.900 0.920 0.940 0.960 0.980 0.990 0.999
VIF;, 133 156 196 278 526 651 859 12.74.25 50.25 500.25

Zdroj: vlastné spracovanie
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4 Simulacné metddy testovania predpokladov linearneho

modelu

V Kapitole 3.3.3 sme vymedzili predpoklady linedroe regresného modelu.
V Kapitole 3.4 a 3.5 sme Specifikovali, @ ma v naSej ekonometrickej analyze vplyv
porusenie tychto predpokladov. V tejto kapitolgoszentujeme niektoré vybrané Statisticke
testy, ktoré mézu sliZina identifikaciu poruSenia niektorého zo spomicangredpokladov.
Na rozdiel od tradnych testov, sme sa aj adom na podporu programu R, rozhodli
prezentové moderné simukmné metody testovania predpokladov linearneho regres

modelu.

4.1 Testovanie normality rezidui

Jednym zo Standardnych predpokladov linearnehcesegho modelu je normalita
rezidui (P5 v Kapitole 3.3.3). Z aplik@ho Iadiska nas teda zaujimé, rezidua mozu
pochadzé z normalneho rozdelenia pravdepodobnosti. Preotenel je mozné pouki
lubovd’ny z tradénych testov, napr.. Kolmogorov — Smirnovov, Shapio Wilkov,
Pearsonoy?, Anderson — Darlingov, Jarque — Berov test noripapis niektorych z tychto
testov mbézeme ndjsv Lyocsa et al. (2013). K&e tento predpoklad sa vyskytuje
v induktivnej Statistike pomern&sto, existuje mnoho prac, ktoré skimaju vlastngstito
testov. Napriklad Yazici — Yolacan (2007) zistile chyba I. druhfUAnderson — Darlingovho
testu je blizko k nominalne stanovenej hladine eyanostia = 0.05, ato bez d¢adu na
velkos® vzorky. Pri menSich vzorkach mal Jarque — Berat {€asto pouzivany prave
v ekonometrii) tuto chybu na arovni &20.192 6 = 20) a~ 0.071 ( = 30), kym pri v&Sich
vzorkéch tato chyba vyrazne klesala aj pedminalnych 0.05 (0.033, = 40; 0.017n = 50).
Pri skamani chyby II. druffuboli najpriaznivejsie vysledky namerané znovuAmiderson —
Darlingovom a Jarque — Berovom teste. Pozorovaaiggenerovali z r6znych rozdeleni,

pricom pri vzorkachn = 20, 30 dosahoval Anderson — Darlingov tesimiedobré vysledky,

® Pravdepodobnds Zze chybne zamietneme spravnu nulovi hypotézamat pripade pravdepodobripge

zamietneme hypotézu o normalite rezidui, ak v skdsti rezidu4 pochadzaju z norméalneho rozdelenia
pravdepodobnosti.

Co mdze manegativny dopad na silu testu.

Pravdepodobndsze chybne nezamietneme nespravnu nulovl hypotémasom pripade pravdepodobtjos
Ze nezamietneme hypotézu o normalite rezidui, akutainosti rezidud nepochadzaji z normalneho
rozdelenia pravdepodobnosti.
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kym Jarque — Berov test dosahoval dobré vysledkywzorkachn = 40, 50 (blizSie pozri
Tabuku 5, s. 181 — 182, Yazici — Yolacan, 2007).

Pomerne rozsiahlu Stadiu sily testov najdetiadej v Roméo et al. (2010). Tato Stadia
je rozsiahla nie len do ptu porovnavanych testov (33 réznych testov noriyjaléle aj typov
nie normalnych rozdeleni pravdepodobnosti (tri géatee: symetrické, asymetrické, odvodené
od normalneho), ktoré sa pouZzivali pri skimani s$égtov. Z tejto Stadie sa javilo ako
vhodnych hné niekd’ko testov, avSak pre naSe potreby len pripomeniém&gk Anderson —
Darlingov ako aj Jarque — Berov test dosahovali grome dobré vysledky, @om medzi
tymito dvoma testami, mal vysSiu silu vocgine pripadov Anderson — Darlingov test (vSetky

vzorky don = 100), avSak rozdiely v sile testov sa s rastia@ikos’ou vzorky zmensovali.

4.1.1 Monte - Carlo Jarque - Berov test

Roméo et al. (2010) ukazali, Ze v pripade Jarqugerovho testu, nie je vhodné
pouziva kritické hodnoty odvodené od asymptotického roediel pravdepodobnosti
testovacej Statistiky (a to aj pre & vzorky§. Ked?e Jarque — Berov test patri
v ekonometrii k najpouzivanejSim a zarthvaa vo vasine pripadov stretdvame so vzorkami
vacSimi ako 40 pozorovani, budemelalSej praci prezentovazv. Monte — Carlo Jarque —
Berov test (pre iné testy, pozri blizSie Dufourakt 1998). PouZijeme pritom algoritmus
prezentovany v Godfrey (2009).

Uvazujme o linearnom regresnom modeli:

y=Xp+u (4.1)

Vektor y predstavuje zavisli premennu, mati®a zahnuje striktne exogénne
regresory’ (v sfpcoch maticeX). Chceme ovefi & reziduduje moZné povaZovaza
realizacie z viacrozmerného normalneho rozdelenravdepodobnosti. Predpokladame
pritom, Ze tieto rezidua sid a s homoskedastické. Zjavne je teda vhodné poeditim
tohto testu oveti predpoklad o homoskedasticite reztduV empirickym pracach sme len
zriedkakedy svedkami homoskedastickych reziduteaztedkavejSie rezidui, ktoré mézeme

zaroveh povazové za realizacie z normalneho rozdelenia pravdepoagtbnAvsak kym

Pojmy testovacia Statistika a charakteristikadooe vdéne zamiéat’ tak, ako v Lyécsa et al. (2013).

Pod striktnou exogenitou regresorov (vysugicich premennych) budeme rozuthigasledujicu vliastnés
(néahodné) regresory su nezavislé od rezidui.

Ak rezidua nembézeme povazévaa homoskedastické, nemali by tbwni realizaciami z rovnakého
rozdelenia pravdepodobnosti.

10

11
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poruSenie homoskedasticity moze tmayrazné dopady na nami prijaté zavery z analyzy
linearnych regresnych modelov, tak ako bolo spor@enwysSSie (pozri Kapitolu 3.5),
porusenie predpokladu o normalite sa spravidla veepge za zavazny nedostatok regresného
modelu.

K overovaniu tohto predpokladu pouzijeme odhadyidwiz(t. j. najprv odhadneme
model (4.1)) a Jarque — Berovu testovaciu Statistiku \Weme nasledovnen(je rozsah

empirického Statistického suboru):

13 )3 15 (-~ =B 17 \3
— (Xi—X) - (i_u) =>(@)
g=_ M= L L
La T N2 (1o 32 (4.2)
\2 ~ = ~
Nzt Nz Nz
13 o\ 1 (-~ =) 1S
— (Xi_x) - (i_u) *Z(ui)él
N L= —_ Nz —_Nig 4.3)
2 2 2 .
13 o\ 1G(~ =) 1&g
(Z(Xi _X) j (Z(ui _u) j (Z(Ui)zj
n'= n'= Nz
Testovacia charakteristika ma potom tvar:
n 2 (K _3)3
JB=—| S " ++—— 4.4
6( 4 (44)
Algoritmus Monte — Carlo Jarque — Berovho testummdity rezidui je potom
nasledovny:

Krok 1: Odhadnite regresny modd€#.1) pomocou metody najmenSich Stvorcov.
Vystupom z tohto kroku st odhadované rezidiua

Krok 2: Vypcitajte testovaciu StatistiklB pomocou4.2) - (4.4).

Krok 3: Pomocou generatora pseudonahodnyiBel, generujte n pozorovani
z normovaného normalneho rozdelenia pravdepodobridsté si ozn&ime
ako y,, kde indexb znai, Ze ide ob-tG iteraciu a hviezdka zngi, Ze ide
o pseudo-hodnotyg =1, ...,B.

Krok 4: Odhadnite nasledujuci regresny model:

Yo = XB" +uy (4.5)

Vystupom z tohto kroku st odhadované rezidya
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Krok 5: Pouzitel, a vypaitajte testovaciu StatistikdB, pomocou(4.2) - (4.4). Tato

testovacia Statistika je vypidana za predpokladu platnosti nulovej hypotézy.
Krok 6: Krok 3 — 5 opakujtd® krat, prtom B zvdte tak, aby platilo, zeB(+ 14 je
celé ¢islo, kde aq je Zeland hladina vyznamnosti (spravidla 0.05)dare
v pripade akig = 0.05, potom su beZnou Raou B = 999, 9999, .... . Potom
hodnotu, na zaklade ktorej m6zeme rozhadainulovej hypotéze normality
rezidui, si m6Zeme vypidat’ nasledovne:
o - {o8;: 985 = 98} +1 “.6)
(B+1)

Cely postup je v programe R mozné pomeFabko automatizowa Vytvorili sme

funkciu, ktora okrem vySSie spominaného algoritman(gka aj dve dalSie verzie
predchadzajiceho algoritmu. Druha verzia nevykornésaz Kroku 5 ndl,, ale priamo na
y,. Tato moznos sme si vo funkcii ozrdli ako T. Tretia verzia testu v Kroku 3 ozhge
generované hodnoty aka, adalej plati, y, =y +u,, kde ¥ su predikované hodnoty

z modelu(4.1). Ostatné kroky su rovnaké ako v prvom algoritmétoTmoznog sme si vo
funkcii ozn&ili ako S

JBPVAL <- function(DEP = NULL, X = NULL, B = 1000, algorithm =
c("G", "T", "S)NA
library(lawstat)
n <- length(DEP)
# Krok 1
MOD_1 <- Im(DEP ~ X)
u_hat <- residuals(MOD_1)
# Krok 2
JB <- rjb.test(u_hat, option = "JB")$statistic
y_predict <- predict(MOD_1)
JB_star <- ¢()
for (iin 1:B) {
# Krok 3
temp <- rnorm(n)
y_star <- switch(algorithm, G = temp, T = temp, S=
y_predict + temp);
# Krok 4
MOD_2 <- Im(y_star ~ X)
# Krok 5
u_star_hat <- residuals(MOD_2)
temp <- rjb.test(u_star_hat, option = "JB")$sta tistic
JB_star[i] <- switch(algorithm, G =temp, T =
rib.test(y_star, option = "JB")$statistic, S = temp )
}
# Krok 6
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pval <- round((sum(JB_star >=JB) + 1)/(B + 1), 8
results <- list()

results[["JB-Statistics"]] <- JB
results[["MC-PValue"]] <- pval

return(results)

}

Priklad 4.1

PouzZijeme databdzwata_prices.csv (pozri www.econometrics.sk ). Ide

o datab&zu cien bytov v krajskych mestach na Skkea roku 2010. Databazu vytvorila

D. Parturova z EUBA PHF. Databaza okrem cien bytov obsahagledujuce premener

pocet izieb, plocha bytu, iah (1 — ano, 0 — nie), nadzemné podlazie, kon§aukgtu (1

— panelovy byt, 0 — tehlovy byt), balkon/lodzia @ ano, 0 — nie) apremenJ:é

charakterizujlce lokalitu bytu. Udaje si najprv ayime tak, aby sme ziskali iba b

s kompletnymi udajmi, ktorych plocha je ¢ ako 50, ale menSia ako 100 met

Stvorcovych, ktorych cena je viac ako 5000,- EURtaaé sa nachadzaju v mestskagti

KoSice — Sever. Zaujimame sa iba o jednoduchy mafehu medzi cenou bytu (zavis

premennd) a podlahovou plochou bytu (nezavisla ened).

predstavuju zmeny v databéze a tvoxbuobrazku.

Nasledujuce kaod

> data <- read.csv(file = "D:\\... cesta ...\\data_
header =T, dec =".",sep=";")

> data <- na.omit(data[,c(1, 3, 4)]); dim(data);

[1] 26407 3

> data <- subset(data, subset = data$Plocha > 50 &
100 & data$Cena > 5000 & data$KESE == 1)

> summary(data)
Cena Plocha KESE

Min. :41400 Min. :51.00 Min. :1

1st Qu.: 55131 1st Qu.:54.00 1stQu.:1

Median : 64350 Median :56.00 Median :1

Mean :68186 Mean :60.61 Mean :1

3rd Qu.: 75330 3rd Qu.:67.00 3rd Qu.:1

Max. :126700 Max. :99.00 Max. :1

> plot(data$Plocha, data$Cena, type = "p", pch = 19
"Plocha bytov", ylab = "Cena bytov", cex.lab = 1.5)

> abline(Im(data$Cena ~ data$Plocha), col = "red",
=2.5)

prices.csv",

data$Plocha <

, Xlab =

Ity =3, Iwd
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Zdroj: vlastné spracovanie

V pbvodnej databaze sa nachadzaju uUdaje, ktoré refjme vysledkom chybnyc

-

zaznamov, zavadzania, pripadne ide o extrémne Bytladom su zaznamy, kde byty

o

mali ve’kos’ 1 n, pripadne predajnii cenu 1,- EUR. Upravou databaky naSou snaho

ziska homogénnejSiu vzorku, ktora lepSie zodpovedateeaa trhu. Z obrdzku (pozri

Obrazok 14) je zrejmy tzv. priamy (a nie prekvagijirztah medzi cenou a plochou bylu.
Tento vZah sme odhadli pomocou klasického jednoduchéhoarireho regresnéﬂo
modelu, ktory bol prezentovany v Kapitole 3. Vy#gdnazn&uju, Ze v priemere
zaplatime za kazdym? navySe 1353.98,- EUR. Celkovo tento jednoduchy ehod

vysvetuje az=59 % variability cien bytov.

> cena_plocha <- Im(Cena ~ Plocha, data = data)
> summary(cena_plocha)

Call:
Im(formula = Cena ~ Plocha, data = data)

Residuals:
Min  1Q Median 3Q Max
-21447 -7841 -1835 6063 50049

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -13871.42 4372.18 -3.173 0.0017 * *
Plocha 1353.98 71.13 19.036 <2e-16* *
Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 *" 0.05 ". 0171
Residual standard error: 11590 on 249 degrees of fr eedom
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Multiple R-squared: 0.5927,  Adjusted R-squared: 0.5 911
F-statistic: 362.4 on 1 and 249 DF, p-value: < 2.2 e-16

Zaujima nas overovanie predpokladu o normalitedrézi{ako uvidime \falSej ¢asti,
rezidua z tohto modelu mézeme povaiaa@ homoskedastické).

Pouzitim postupu od Godfrey (2009) sme dospeliVers Ze rezidua nie je moz
povaZovd za realizacie z normalneho rozdelenia pravdepanktbrK zaveru pripajame &

histogram rezidui a tzv. kvantil — kvantilovy gigédv. Q-Q graf). ZjednoduSene méi:]ne
k

tento obrazok interpretovaak, Zze pokik empiricky namerané hodnoty lezia na pria

potom ide o rozdelenie, ktoré zodpoveda normalnenzdeleniu pravdepodobnos
Z obrazku (pozri Obrazok 15) mdzeme vitige v&Sina rezidui (,v strede rozpat
hodnét) sa sprava pdd normalneho rozdelenia az na nigkamextrémnych reziduti(uz

zaporné alebo kladné), ktoré sa vyskytuju.

e

J

€,
Li.

a

> JBPVAL(DEP = data$Cena, X = data$Plocha, B = 9999 , algorithm =
IIGII)

$°JB-Statistics®

X-squared

97.93565

$MCPValue

[1] 1e-04

> resids <- residuals(cena_plocha)
> par(mfrow = c(1, 2))

> hist(resids, density = 10, main = NA, col = "blac k", cex.lab =
1.5, cex.axis = 1.3, freq = FALSE, ylab = "Hustota" , Xlab =
"rezidua")

> gqgnorm(resids, main = NA, ylab = "Empirické kvant ily", pch =
19, xlab = "Teoretické kvantily", cex.lab = 1.5, ce X.axis =
1.3)

> qgqline(resids, col = "red", Ity = 3, lwd = 2.5)
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Zdroj: vlastné spracovanie

KedZe pouzivanie Jarque — Berovho testu je v ekondmgbmerne rozSirené,
ilustrujeme si spravanie sa testu pric8&j vzorke. Citom je zist, (i) ¢i test spravne
nezamietne nulovld hypotézu v situacii, kde budlidw realizdciami z normalneho
rozdelenia pravdepodobnosti, (&) test spravne zamietne nulovd hypotézu v situdale
budu rezidué realizaciami z iného ako normalnekdelenia pravdepodobnosti. Podobne ako
Dufour et al. (1998) testovdudeme nasledujuce rezidua:

d=Mu (4.7)
kde plati:
M =1, -X(XTX) X (4.8)
pricom |, je jednotkova matica areziduasu modelované r6znymi rozdeleniami
pravdepodobnostiiim sa vytvara reziduum s pozadovanymi vlastaos. VSimnime si, Ze
vo vztahoch (4.7) a (4.8) vystupuje matica regresorov. Zjavne sa tak preldpidk Ze
vysledky ovplywiuju aj regresory. Rozhodli sme sa uvazbeatyroch maticiach regresorov
(Tabu’ka 10 obsahuje rovnaké ozeaia matic):
* Xj, je tvorena iba konStantou (LS).
* X, je tvorena konstantou, Styrmi indikatorovymi pesmymi a piatimi regresormi

z normovaného normalneho rozdelenia (budeme coxa& ako: C-4D-5N, C —

konStanta, D — indikatorova premenna, N — premenndrmalneho rozdelenia, kde

¢isla oznduju paiet regresorov s poZzadovanou viastioos.
* Xas, je tvorend konsStantou, Styrmi indikatorovymi pssmymi a piatimi regresormi

z Cauchyho rozdelenia pravdepodobnosti s charakieu polohy 0 askaly 1,
220



(budeme oznmva’ ako: C-4D-5C, C — konStanta, D — indikatorova peama, 5C —
p& nahodnych premennych z Cauchiho rozdelenia).
* Xy, je tvorend konsStantou, Styrmi indikatorovymi pssmymi a piatimi regresormi
z Paretovho rozdelenia s charakteristikou pololaytdaru 3, (budeme ozéava’ ako:
C-4D-5P, kde P — zgaParetovo rozdelenie pravdepodobnosti).
Tymto spésobom sme chceli uvazéyednak so zakladnym symetrickym rozdelenim
nezavislych premennych (Normalne rozdelenie), ak®oaSpicatejSim, ale symetrickym
rozdelenim (Cauchy rozdelenie) a vyrazne pravosymanrozdelenim (Pareto rozdelenie).

Tieto rozdelenia su na nasledujucom obrazku (g@kréazok 16).

Normalne R. P. Cauchy R. P. Pareto R. P.

03 04
04 05 06

Hustota
0.1 02
Hustota
0.2 0.3

0.1

0.0
0.0

T T T T T T T T T T T T T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 1.0 20 30 4.0
regresor regresor regresor

Obrézok 16: Rozdelenia regresorov pouZitych v erpente?

Zdroj: vlastné spracovanie

Pri modelovanii, sme uvazovali o troch skupinach rozdeleni: syiclgirrozdelenia,
asymetrické rozdelenia a mix rozdelenia (tzv. zam@éSrozdelenia). Tymto spdsobom sme sa
snazili napodobii Studie od Roméo et al. (2010) a Dufour et al. 898Budeme vsak
uvazovd iba o jednej vEkosti vzorkyn = 200.

Nasledujuca taldika predstavuje zoznam pouzitych rozdeleni vrat&natisk, ktoré
sa pouzili vtablke vysledkov (Tabkka 10). Pre ilustraciu uvadzame aj vizualizaciu

symetrickych a asymetrickych rozdeleni (pozri Obkat7).

12 R.P. je skratka pre rozdelenie pravdepodobngsiizivame ju aj v niektorych nasledujlcich tach
a obrazkoch.
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Tabu’ka 9: Rozdelenia rezidui

Symetrické rozdelenia Mix normalne rozdelenia
Normalne N(O, 1) ©=00 o0=1.0 NN1 30%n =10 0=05
Beta B(0.5,05) «=05 pg=0.5 Mixdvoch 70% u=00 ¢=1.0
B(2.0,2.0) a=2.0 A=2.0 normalnych NN2 50 =10 =05
Cauchy C(0.0,05) x=00 y=05 50%n u=0.0 0=1.0
C(0.0,2.0) x=00 y=20 NN3 30 =30 =05
Logistické L(2.0,20) x=20 s=2.0 70%n x=00 =10
Studentovot T(1) df=1 NN4 50n x=3.0 0=05
T(10) df=10 50%n =00 6=1.0
NN5 30 =10 0=4.0
Asymetrické rozdelenia 70% =00 0=10
Beta B(2.0,1.0) =20 p=1.0 NN6 50%n ux=1.0 c=4.0
B(5.0,1.0) «=50 A=1.0 500 x=00 5=1.0
P 72(1) df=1 NO1 u=00 o=1 k=2
Normélne X(max) =X +
22(10) df=10 . k*IQR
Gama G(2020) a=20 p=20 o™ NO2 ©=00 g=1 k=2
odnot. .03
x(max) =x<° +
G(9.0,1.0) «=9.0 B=1.0 K*IQR
G(100.0,1.0) «=50.0 f=1.0 x(min) =x?* —k*IQR
Log-normalne LN(0.0,1.0) x*=0.0 ¢*=1.0 NO3 #u=00 =1 k=3
x(max) =x<° +
Weibull. W(0.5,1.0) 4A=05 «=1.0 k¥IQR
W(3.04.0) 1=30 «x=40 x(min) =x°* —k*IQR

Zdroj: vlastné spracovanie

Pozn.:* ide o strednd hodnotu a smerodajnd odchylkulogaritmickej Skale, t. j. hodnoty z lognornmetio
rozdelenia pravdepodobnosti su logaritmované astiedna hodnota a smerodajnd odchylka je uvedena
v tabuke. x(max) predstavuje maximalnu hodnotu subomijmy(predstavuje minimalnu hodnotu stboru, IQR
predstavuje medzikvartilové rozpatie, xQ3 je hdmgirtil a xQ1 je dolny kvartil. Rozdelenia NN1 ddaslaju

z dvoch normélnych rozdeleni, kde 30%nczmdiel prvého rozdelenia. Rozdelenia NO1 majébesjednu
(NO1), resp. dve extrémne hodnoty (NO2, NO3).
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Obrazok 17: Rozdelenia rezidui pouzitych v expenitme

Zdroj: vlastné spracovanie

Pre kazdu kombinéaciu regresorov a rozdeleni smenglk 1000 iteracii a v kazdej

iteracii Monte — Carlo Jarque — Berovho teBts 999 a postupom od Godfrey (2009)c€0

iteracii, ako aj hodnota parameBasu relativne menSie. Dovod sjwa vo vysokegasovej

naranosti celej simulacie. Vysledky zo simulacii s dewé v nasledujucej tabke

(Tabuka 10).

Panel A zobrazuje vysledky chyby prvého druhu. régme, Ze na regresoroch zalezi.

V pripade, ak je v regresii iba konStanta, teshwpe nezamietal nulova hypotézu vo vSetkych

pripadoch simulacie. Ak sa v modeloch vyskytli kan$y aj regresory, chyba bola¢gia ako

nominalnych 5 %. K podobnym zaverom dospeli aj Dufet al. (1998), kde pri inych ako

modeloch s konStantou bola empiricka chyba I. drsgmavidla vySSia ako nominélnych 5 %.

Hodnoty sa pritom pohybovali v podobnom intervate a nés, t. j. od 5 % do 10 %o je
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menej priaznivé, Dufour et al. (1998) konStatujé, £rasticou vzorkou sa chyba testu

neznizovala (tyka sa to aj ostatnych, beznych vastomality).

Tabu’ka 10: Empirickéa chyba I. druhu a sila Monte — @ardrque — Berovho testu

Panel A: Chyba I. druhu Panel C: Asymetrické rozdegnia

LS C-4D-5N C-4D-5C C-4D-5P LS C-4D-5N C-4D-5C C-4D-5P
N(0,1) 0.000 0.098 0.064 0.088 B(2,1) 1.000 1.000 1.000 1.000
Panel B: Symetrické rozdelenia B(5,1) 1.000 1.000 1.000 1.000

LS C-4D-5N C-4D-5C C-4D-5P CHISQ(1) 1.000 1.000 1.000 1.000
B(0.5,0.5) 1.000 1.000 1.000 1.000 CHISQ(10) 1.0001.000 1.000 1.000
B(2.0,2.0) 0.000 0.008 0.002 0.007 GAMMA(2, 2) 1.000 1.000 1.000 1.000
C(0.0,0.5) 1.000 1.000 1.000 1.000 GAMMA(9, 1) 1.000 0.981 0.985 0.985
C(0.0,2.0) 1.000 1.000 1.000 1.000 GAMMA(50, 1) 0.000 0.000 0.000 0.001
L(2.0,2.0) 1.000 0.994 0.975 0.974 LOGNORMAL(0,1) 1.000 1.000 1.000 1.000
T(1) 1.000 1.000 1.000 1.000 WEIBULL(0.5,1) 1.000 1.000 1.000 1.000
T(10) 0.025 0.252 0.330 0.291  WEIBULL(3,4) 0.000 0.000 0.000 0.000

Panel D: Mix rozdeleni

LS C-4D-5N C-4D-5C C-4D-5P

NN1 0.000 0.000 0.000 0.000
NN2 1.000 0.999 0.998 0.999
NN3 1.000 0.961 0.957 0.973
NN4 1.000 1.000 1.000 1.000
NN5 1.000 1.000 1.000 1.000
NN6 1.000 0.999 0.999 0.997
NO1 0.000 0.081 0.070 0.073
NO2 0.000 0.003 0.000 0.000
NO3 1.000 0.971 0.957 0.949

Zdroj: vlastné spracovanie

Pri symetrickych, nie normalnych rozdeleniach (p@anel B, Tabtka 10) bola sila
Jarque - Berovho testu Rrai nizka pre rozdeleniB(2;2) at(10). Pre Studentovibrozdelenie
vysledok nie je vBmi prekvapivy, kd'ze s rasticim pidom stugiov vo'nosti sa rozdelenie
priblizuje k normalnemu. Efekt regresorov sa pritageda by zasadny. Pri asymetrickych
rozdeleniach bola sila testu vocgine pripadov Mka, > 98 % spravnych zamietnuti nulovej
hypotézy. Nizka sila bola iba pri mierne asymefratk rozdeleniach, ako Weibull(3,4)
a Gamma(50,1).

Pri kombinacii dvoch rozdeleni (panel D, modHi) je sila testov adekvatna a to bez
rozdielu na pouzitych regresoroch. Vynimku tvord MN1 test, kde v empirickom rozdeleni
dominuje Standardizované rozdelenie a druhé, novend@zdelenie ma pomerne nizky rozptyl
a maly posun strednej hodnoty ;& 1, v dosledku ktorych zrejme test v mnohych guligch
nebol schopny zamietdunormalne rozdelenie. Ak sme do rozdeleni pridatiréamnu
hodnotu, potom sila testu bola adekvatna az v aituéed’ extrémna hodnota bola vyrazne

vacSia k = 3, NO3) ako horny, resp. dolny kvartil empiribkésuboru.
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4.2 Testovanie heteroskedasticity rezidui

V podkapitole 3.3.3 sme si predstavili predpokldohedrneho modelu. Vysledky,
ktoré sme pre tieto modely odvodili mézutbgpravne len vtedy, ak su predpoklady
vyuzivaneé pri odvodeni splnené. V kapitole 3.5. snhukazali, aké dosledky ma porusenie
predpokladov linearneho modelu. Ma zavazné je hlavne poruSenie predpokladu P2, kde
predpokladdme absenciu autokoreldcie a homoskeitiastiV tejto kapitole uvedieme
nieka’ko moznosti, ako testowgredpoklad o homoskedasticite. Okrem tagich testov
(Breusch — Pagan, White) si ukazeme aj to, akogen realizové Whiteov test s pouZzitim

metody bootstrap.

4.2.1 Breusch - Paganov test

Regresna analyza sa zriedkakedy zaobide bez owveaovgredpokladu
o homoskedasticite rezidui. Jednym z najpopuléiciej@stov je zrejme Breusch — Paganov
(1979) LM test. Popularita testu sa zakladd na j@unoduchosti. Pomerne Rkgym
nedostatkom pévodnej verzie tohto testu je, Zespravnu inferenciu je potrebné, aby boli
splnené nasledujuce predpoklady:

* rezidua pochadzaju z linearneho regresného mosietana Specifikacia modelu):

y=Xp+u (4.9)

e v matici regresoroX su vSetky premenné striktne exogénne. Pod stukéxogenitou
regresorov budeme na teraz rozuiniasledujicu vlastnés (ndhodné) regresory su
nezavislé od rezidui.

e reziduau suiid a pochadzaju z normalneho rozdelenia pravdepodbibso strednou
hodnotou 0, avSak pripts sa r6zny rozptyl.

«  rozptyl rezidu® je mozné modelo¥apomocou nasledujicehotiahu:

q
o = h[yo DN x,jj (4.10)
=1
kde z; su spravidla strikine exogénne premenné(a je Tubovdna ,hladka*
funkcia'®, pre ktoru plath'(y) # 0. Testovaciu StatistiknR (Koenker, 1981) je potom mozné

13 Zrejme najastejSie sa uvazuje iba o funkiafr) = x (Zaman, 2000).
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vypcCitat pouzitim tzv. pomocnej regresie (povodna verzistuteuvazovalo o odliSnej
Specifikécii a inej Statistike):
q
0 =y+D y%, +e (4.11)
j=1

Pri tejto verzii testu mdézeme upustid predpokladu o normalite reziduiTestovacia
charakteristikanR sa za predpokladu platnosti nulovej hypotézy o dskadasticite riadi
%4(g) rozdelenim pravdepodobnosti.

Dal3im dévodom popularity tohto testu je skumos’, Ze pomocna regresia spravidla
obsahuje mensSi pet regresorovd) akoWhiteov test prezentovanydalSej kapitole 4.2.2 a
4.2.3. VSimnime si, Ze vo vahu (4.11) nas vlastne zaujima ndikm linearna kombinacia
regresorov pomaha vysvétliozptyl rezidui. Ak vyrazne, potom zjavne rozpgidui zavisi
od uckitého stavu regresorov, t. j. vditej situacii maju rezidua vai (mensi) rozptyl ako

v inej. Potom nem&zeme hovbn homoskedasticite.

4.2.2 Whiteov test

Pokid mame dostatmy paet pozorovani, lepSou alternativou je tzv. Whitéest
(1980). Preto prave tento test popiSeme podrobisepeglusnymi bootstrap verziami testu.
Podobne ako v predoSlom pripade, uvazujeme o m@d8)j kde maticaXx ma rozmemn x p,
kde jednotlivé dpce predstavuji regresory, vratane jednotkovéhoovaekteda konstanty —
uvazujeme iba o modeloch, ktoré #m&ju konStantu). Regresory su strikine exogénne,
pricom variargno-kovariana matica rezidui je diagonalna matic® = diagg?, ..., ond).
Podobne ako v predosSlom pripade, nepredpokladanme mavnaky rozptyl (koniec koncov
testujemei je mozné rozptyly rezidui povazavaa homoskedastické). VSimnime si, Ze
maticaQ je diagonalna¢o v praxi predpoklada nekorelovatiagzidui. Aj ke’ nas v tejto
¢asti nezaujima analyzéasovych radov, je to dblezity prvok v pripade, aliujeme o
modeloch sasovymi radmi. Potom je vhodné, aby sme najprvatiskodel, kde je rozumné
predpokladé nekorelovanas rezidui o sa vySetruje samostatnym testom — blizSie pozri
Kapitolu 4.3) a potom overovaredpoklad o heteroskedasticite.

Na testovanie mbézeme potidve Statistiky (White, 1980). Prva Statist®aje dana

nasledujucimi véahmi:
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W= n(n'lzn:(t]iz -0° )\V,T Jlﬁ'l(n'lzn:(ﬁiz - 62)\|1i J (4.12)
i=1 i=1

n (4.13)

- N (4.14)
D= n_lZ(ui2 _02)2(% _W)(‘Vi _W)T
=

n
v= n_lZ‘Vi (4.15)

i=1

kdew; je p(p+1)/2 x 1 vektor, ktorého prvky pozostavaju z ndsjéacich kombinacip
regresorovXi=1, p, XikXm (i = 1,...,n; k=1,...p; m= 1,...K). Ide vlastne o vSetky mozné
dvojice regresorov (vratane konstanty). Ich celkovgcet je p(p+1)/2. Ak napriklad
uvazujeme o jednoduchom linearnom regresnom medainstantow; o a jednou nezavislou
premennow; 1, potom ma vektor tvary; = (1,x.1, X4.1)". Testovacia $tatistike/ sa v pripade
platnosti nulovej hypotézy riagf(p) rozdelenim pravdepodobnosi stupiami va’nosti.

Pri tomto teste potrebujeme podstatne viac parawesko v pripade Breusch —
Paganovho testucqd je dané kombinaciami regresorov). Zatoveri (4.12) je potrebné
vypccitat’ inverznd maticu D, kde aj v pripade, ak tato matica existuje, vautgpvékych
rezidui méZzeme narazna technické hranice vypiovej techniky. V praxi sa pouziva diee
jednoduchsia verzia tohto testu, kde testovaciistka ma tvalW = nRé, pricom koeficient

determinacie sa vygéa z nasledujuceho modelu:

p K
07 =y + Zzyo.Sk(k—1)+mXi,kXi,m +q (4.16)

k=1 m=1

pricom ak sa medzilenmi x;x m nachadza konStanta, tak s&’afz(4.16) odhaduje
bez tejto konStanty (v programe R sa tato nadimgokonStanta vyll). Podobne ako
v predoslom pripade, za predpokladu platnosti rejlbypotézy saV riadi *(p) rozdelenim
pravdepodobnosti g stupiami va’nosti.

Hypotéza o homoskedasticite rezidui sa overujevipdapade, ak linearny regresny
model (4.9) povaZzujeme za spravne Specifikovany. White (1980823) k problematike
zdruzenej nulovej hypotézy konsStatovaNujova hypotéza nezata len homoskedasticitu
rezidui, ale aj nezavislésrezidui aregresorov a skutws, Ze model je spravne

Specifikovany. Ak je testovacia Statistika nevyaréafe to obzvlaSdobra sprava, kéze to
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implikuje, Ze nie len Ze Specifikacia rozptylu niogke spravna, ale Ze aj linearna Specifikacia
modelu je spravria White (1980) preto tento test docitej miery povazoval za vSeobecny
test Specifikhcie model(#.9). Samozrejme, vyznamnd Statistika mbze znamheoauSenie
'ubovd’ného z vysSie spominanych predpokladov testu. NiéZe zIU Specifikaciu modelu,
0 nezavislos regresorov a rezidui, pripadne o heteroskedastkdibra sa spravidla prejavuje
uréitou funkénou zavislosou rozptylu rezidui a regresorov. Preto spravnyerz&vpouZitia
tohto testu do zrmej miery zavisi od naSej dovery v sprawhaecifikacie modelu

a striktnej exogenite regresorov.

4.2.3 Whiteov test - Bootstrap

V predoslejcasti sme napisali, Ze testovacia Statistika (aj W) sa asymptoticky
riadia prislusnymy*(p) rozdelenim pravdepodobnostipsstupiami vd’nosti. Ide teda
0 asymptoticku vlastn@s ktora v praxi nemusi Ifyvzdy veémi presna. Jednou z moznosti,
ako vylep& presnos tohto testu, je pougibootstrap. Hodoshima — Ando (2007) skuamali
osem sposobov bootstrapovania testovacej StatigtikyNasledujucu verziu bootstrapovania
vyhodnotili ako najlepSiu (najvysSia sila testu peiakdvanej chybe I. druhu), ato aj pre
pripad stochastickych regresor@o (e nagastejSi pripad v empirickom vyskume).

Krok 1: Odhadnite regresny modgl.9) pomocou OLS. Vystupom z tohto kroku su
odhadované rezidua a predikované hodnoty .
Krok 2: Vypcitajte testovaciu Statistika/*.
Krok 3: Vytvorte vzorkuu™ = (u1 un) nahodnym vyberom s opakovanim, zo vzorky
0 =(G,....q,)-
Krok 4: Vytvorte bootstrap zavisli premennu nasteao
y =9+ 25U (4.17)
Krok 5: Na pseudo vzorkg/ aX odhadnite regresny moddh.9) a vypditajte
Statistikuwg , b= 1,...B.
Krok 6: Kroky 3 — 5 opakujt® krat. Vypaitajte p-hodnotu nasledovne:
W BPVAL= ‘{Wb ’V%BZW }‘ (4.18)

Podobne ako pri teste normality, symbolom # ¢mjeane pdet. HodnotuB zvolime
dostaténe ve&’ku, napr. Hodoshima — Ando (2007) pri simulacidolizivali hodnotu 10000.
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Zostrojime si funkciu, ktord bude implementdvabe verzie testovania vyznamnoSt
Statistiky. Argumentom funkcie je objekt funkdma() a hodnota p&iu vzoriek, ktoré sa pri
bootstrape pouZijiB). Vystupom je hodnota testovacej Statist¥y, 1 %, 5 %, 10 %
asymptotické a bootstrap kritické hodnotg-hodnoty.

White.test <- function(model, B = 10000) {
temp <- dim(model$model)[2]; DEP <- model$modell, 1]; X <-
as.matrix(model$model[,2:temp])
PSI <- function(X) {
X <- cbind(X, rep(1,dim(X)[1]))
n <- dim(X)[1]; p <- dim(X)[2]
PSI <- matrix(nrow = n, ncol = (p*(p+1)/2))
t<-1
for (k in 1:p) {
for (I'in 1:k) {
PSI[,t] <- X[,K]*X[,I]
t<-t+1
}

results <- list()
results[['"PSI"]] <- PSI
return(results)

}

W_star <- function(DEP = NULL, X = NULL) {
psi <- PSI(X)$PSI;
n <- dim(X)[1]; k <- dim(X)[2];
model <- Im(DEP ~ X[,1:K]);
u_hat <- residuals(model);
u_hat2 <- u_hat"2
model <- Im(u_hat2 ~ psi);
W_star <- summary(model)$r.squared*n
return(W_star)

}

W <- W_star(DEP, X)

p <- dim(X)[2]

AO01_crit <- round(gchisq(0.99, (p*(p+1))/2), 5)
AO05_crit <- round(qchisq(0.95, (p*(p+1))/2), 5)
A10_crit <- round(qchisq(0.90, (p*(p+1))/2), 5)
A_pval <- round(1 - pchisq(W, (p*(p+1))/2), 5)

n <- dim(X)[1];

model <- Im(DEP ~ X);

u_hat <- residuals(model);

y_predict <- predict(model);

Wb <- ¢()

for (iin 1:B) {
u_star <- u_hat[sample(1:n, size = n, replace = ]
y_star <-y predict + sqgrt(n/(n-p))*u_star
Wh[i] <- W_star(DEP =y_star, X)

}
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BO1_crit <- round(quantile(Wb, prob = 0.99), 5)

BO5_crit <- round(quantile(Wb, prob = 0.95), 5)

B10_crit <- round(quantile(Wb, prob = 0.90), 5)

B_pval <- round(sum(Wb > W)/B, 5)

infer <- cbind(c(A01_crit, AO5_crit, A10_crit), c (BO1_crit,
BO5_crit, B10_crit))

colnames(infer) <- c("ASYMPTOTIC", "BOOTSTRAP")

pvals <- cbind(A_pval, B_pval)

colnames(pvals) <- c("ASYMPTOTIC", "BOOTSTRAP")

results <- list()

results[["White"]] <- W

results[["crit"]] <- infer

results[["pvals"]] <- pvals

return(results)

}

Priklad 4.2

Budeme vine pokrgova’ v predoslom priklade, kde sme odhadovali jednoglicearny
regresny model so zavislou premennou ,cena bytufeaavislou premennou ,ploct
bytu“. Dalej bez dodatmého testovania predpokladajme, Ze linearna Sgécii modelu
je spravna. Taktiez povazujeme plochu za striktie@génnu premennd. Zaime
jednoduchou vizualizaciou Stvorcov rezidui (odhamptylu rezidui) vo wahu k ploche

bytov.

> cena_plocha <- Im(Cena ~ Plocha, data = data)

> plot(data$Plocha, residuals(cena_plocha)*2, type ="p", pch =
19, xlab = "Plocha bytov", ylab = "Stvorce rezidui" , cex.lab =
1.5)

> abline(Im(residuals(cena_plocha)"2 ~ data$Plocha) , col =
"red", Ity = 3, lwd = 2.5)
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Stvorce rezidui
00e+00 50e+08 10e+09 15e+09 20e+09 25e+09

Plocha bytov
Obrazok 18x-y graf Stvorcov rezidui a plochy bytov

Zdroj: vlastné spracovanie

asymptotickych ako aj bootstrap).

pritomnosti heteroskedasticity pomocou Whiteovisiuesa naSe podozrenie nepotvrc

a nulova hypotézu sme nezamietli (pouzitim obodistppov ku kritickym hodnotam

Z obrazku (pozri Obrazok 18) sa zda, Ze by mohd$texa’ vztah medzi étvorcanli
rezidui a plochou bytov. Nie je vSak zrejntétento mierne rastici trend je spésobeny

extrémnymi hodnotami (medzi 50 a 68), alebo je to systematicky efekt. Pri overovani

lo

$White
[1] 2.141528

$cerit

ASYMPTOTIC BOOTSTRAP
99% 16.81189 27.16518
95% 12.59159 13.27134
90% 10.64464 7.88251

$pvals
ASYMPTOTIC BOOTSTRAP
[1] 0.90623 0.541

4.3 Testovanie autokorelacie rezidui

Ak uvazujeme o klasickych regresnych modeloch akh9) mnohé

testy

sprevadzajluce pracu s tymito testami predpoklad&wariaino-kovariagna matica rezidui

uje diagonalna. To znamena, Ze reziduad nie sU jwwaz&orelované. Ak uvaZujeme
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o linearnom regresnom modeli na prierezovych udmjpotom je tento predpoklad spravidla
opodstatneny. Pri analyze ekonomickycltasovych radov je predpoklad o nezavislosti
rezidui otazny a vyzaduje si formalne overovanie.

Preto ak vregresnom modeli vystupugasoveé rady, jednym z prvych krokov
v diagnostike je overovanie predpokladu o nulowgpkorelacii rezidui. Z predchadzajdcich
dvoch testov sme mohli vidieZe nezavislasrezidut® je nutnym predpokladom k testovaniu
hypotéz o normalite a homoskedasticite reziduaho tvyplyva uéité poradie, v ktorom by sa
diagnostika mala uskuttova’. Zarove vSak plati, Ze test, ktori pri overovani autokacet
rezidui pouzijeme, by nemal tyovplyvnitd’ny pripadnou heteroskedasticitou a ne-
normalitou rezidui. Standardné testy v takej situa® je mozné poufi (blizSie pozri
Godfrey — Tremayne, 2005). V nasleduju¢a$ti si odvodime test, ktory je vhodné pdugi
v situaciach, kde regresory Zahju nielen exogénne premenné, ale aj oneskoreméepree
zavislej premennej. Tento test nazveme HR robustBmgusch — Godfreyov test, ktory bol
prezentovany v praci Godfrey (1997) a Godfrey —nmiagne (2005). Nasledne dalSej
podkapitole pouzijeme bootstrap na odvodenie kit hodn6t, ktoré ako bolo ukazané
v praci Godfrey — Tremayne (2005), vedu k lepSimtigtickym vlastnostiam testu ako

asymptotické kritické hodnoty.

4.3.1 HR robust LM Breusch - Godfreyov test

UvaZzujme oregresnom modeli sexogénnymi a endggenn premennymi
v nasledujucom tvar:
y=Ya+XpB+u (4.19)
kde ak si poet pozorovani ozrégme akoT, potom rozmery vektorov a matic zo
vztahu(4.19)su nasledujuce, —Tx 1,Y =TXxP,a—-Px 1, X -TxL,p—-Lx1,u-Tx1.

Pricom sipce maticeY predstavuji oneskorené hodnoty zavislej premenngj..y:ip

14 Jednou z vynimiek si uZ spominané priestorovéeseg modely. UvaZujme o situécii, v ktorej je naso
snahou vysvetfi objem meséych vydavkov jednej domacnosti na energie. Mamenperné Gdaje za
jednotlivé okresy. Potom je mozné, z&ubovd’nom regresnom modeli (ako nezavisli premennd by sme
mohli pouzi’ hustotu obyvatistva na 1knf) budd rezidua modelu zavislé, dée objem mesmych
vydavkov, ako aj hustota obyvéistva sa spravidla nemeni ndhodne od okresu k alaéspostupne. Alebo
inak: je pravdepodobnejSie, Ze v okrese A bude bo@lobjem mesmych vydavkov a hustoty obyvdtgva
ako v susediacich okresoch. Tymto inak zaujimavyodeom sa v tejto publikacii venoaebudeme.
Korelacia je len wita forma zavislosti rezidui, avSak je zrejme jedn@fastejSie sa vyskytujucich foriem
zavislosti. Preto pri overovani predpokladu o netésti rezidui sa spravidla overuje autokorelaezdui.

Z tohto dovodu piSeme text tak, ako keby sme testion autokorelacie rieSili nezavistfosezidui.

V skutainosti vSak nevieme vyt inG ako linearnu formu zavislosti.
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a stpce maticeX zodpovedaju exogénnym premennybalej uvazujeme, Zg je slabo
stacionarny proce. Regresory v matick mdzu by predeterminované alebo stochastické,
pripadne nemusia Bystacionarne (slaba forma stacionarity, tzv. kamdre stacionarné).
NasSou snahou je ovérhypotézu, Ze reziduanie su autokorelované, t. j. hodnota rezidui
v ¢aset nezavisi (linearne) od predchadzajudizhezidui.

Ozna&me si predikované hodnoty OLS modeld.19) a odhadované rezidua
nasledovne:)?:Y&+Xﬁ a 0. Potom si vytvorime maticWw, ktorej riadky predstavuji

oneskorené hodnoty reziduf_,,...,0,_,. VSimnime si, Ze ak zéname analyzu s gtom

pozorovaniR, potom ak v model{4.19) pouzijemeP = 1, budu m#é jednotlivé premenné
v modeli(4.19) casovy rozmeR — 1 =T. Aby mohol by rozmer maticdJ, T x Q, budeme

musie¢’ zadefinové, ze v pripade, ak bude plati< Q, potom i, =0. Efekt tejto Upravy dat
bude pre dostatbe vdky paiet pozorovani zanedbditg. Ozn&me si variatino-
kovariarénii maticu reziduf2 = diag{ﬁf,...,OTZ} a vektor reziduti = (0,,...,G, )", potom:
M(W) =1, —W(W™W) W™ (4.20)
LMyr Statistika ma nasledujici tvar:
LM, =07U{U™M(W)EM (W)U} U (4.21)
Za predpokladu platnosti nulovej hypotézy ISl Statistika riadiy® rozdelenim
pravdepodobnosti @ stupiami vd’nosti. Okrem tejto Statistiky je mozné paud] HA4R

Statistiku (prva budeme preferavare lepSiu silu testu, pozri Godfrey — Tremayr@)3). Jej

odvodenie je vSak pomerne pracne:
Y'Y Y'X Y'U
A=T7 XY X'X XU (4.22)
u'y U'x U'u
Vytvorime si inverzndi maticu k matid a prislugny kvadran¥'U tejto matice si

oznaime akoA"" (jej rozmer jeP x Q). PotomJ = U(A"Y)". A HALr ma tvar:

HA = 0" M(W)am(w)af a7 (4.23)

16 Kapitola 5.3
7 Vynechali sme este jeden predpoklad, ktory howoeiistencii zmysluplného vahu medzi regresormi
navzajom (blizSie pozri Godfrey — Tremayne, 200389).
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Ak plati P < Q, potom za predpokladu platnosti nulovej hypoté&atlAr Statistika

riadi y* rozdelenim pravdepodobnostPsstupiami vd’nosti. Ak P > Q s (asymptoticky)

rozdiely medzi StatistikolltMyr aHARr minimalne. Preto aj vo funkcii, ktorl prezentujeme

v d’alSej kapitole (pozri 4.3.2) sa pre prigag Q pctita ibaLMyg Statistika.

4.3.2 Bootstrap HR robust LM Breusch - Godfreyov test

V simulaciach, ktoré uskutaili Godfrey — Tremayne (2005) boli asymptoticke

kritické hodnoty robustnych testov pomerne nepres@zalo sa, Ze vhodnou alternativou je

pouzt’ bootstrap metdédu. Postup je pomerne pridarg:

Krok 1:

Krok 2:
Krok 3:

Krok 4:

Krok 5:

Krok 6:

Odhadnite regresny mod@l.19) pomocou OLS. Vystupom z tohto kroku su
odhadované rezidua a predikované hodnoty .

Vypaiitajte testovaciu StatistikuMyg (pripadneHAqR).

Vypaositajte chybovécleny G° pomocou G, =0,Z,, kde Z je nahodna

premennd, ktor4 nadobuda dve hodnoty s pravdepoddahnp ag:

B V! VR
Z = \/§+1 25 (4.24)
2 ) q:l_p

Vypoiitajte bootstrap zavislé premenng , kde pri vypdte prvych P
pozorovani sa pouzivaju pévodné pozorovania zokyzo

Yy =Y a+Xp+0 (4.25)
PouZitim pévodnych exogénnych regresodva bootstrap tdajowy’, Y’
vypositajte testovaciu StatistikuM pr (HA wr).
Krok 3 — 5 opakujt8 krat. Nasledne vypitajte empirick(p-hodnotu.
M v LM et = LM )

HR-pval — B

LM (4.26)
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5 Uvod do analyzy ¢asovych radov

V prechadzajucej kapitole sme sa zaoberali vyskmik&lasickej ekonometrie.
Prezentované zavery sal'wa ¢asto vyuZzivaju v pripade, ak analyzujeme prierezZmaje, pri
ktorych skimame vlastnosti réznych Statistickyatinfatiek v rovnakontase. Naproti tomu
vela ekonomickych vetin ma zmysel skantav podobec¢asovych radov — teda ako vyvoj
vlastnosti jednej Statistickej jednotkycase.

Skumaniu¢asovych radov by sa dala vymetizamostatngéas’ ekonometrie. Mnoho
problémov, ktoré rieSi, sa pri prierezovych Udajowvyskytuju. Tedriatasovych radov
predstavuje viami bohatu a rozsiahléas’ ekonometrie. V tejto kapitole sa obmedzime len na
priblizenie zakladnych modelov, ktoré sacaatejSie pouzivaju v praxi. Cem teda nie je
vytvorit' celkovy preliiad o danej problematike, ale poskytngrvotné informacie o danej
oblasti.

V celej kapitole sa obmedzime na popis tzv. sladcienarnych proceso¢.asovy rad
si ozn&ime podobne, ako tomu bolo v kapitole 3.544,pret = 1, 2, ...,n, kden € N.

V kapitole 5.1 a 5.2 budeme vychadzatoho, Zec¢asovy radu; je realizaciou slabou

stacionarneho procesu. Pod slabo stacionarnym gwotdudeme na teraz rozumige
nepodmienend stredna hodndiu,) a rozptyl aj existuju asu vase konsStantné, a

kovariancie cowg;, u.p) sU nezavislé otla zavisia len og. PodrobnejSie sa definicii budeme
venova v Kapitole 5.3. Ak by sme chceli pri analyze kagtkrehotasového radu overjeho
stacionaritu, je potrebné vykahaiektory z testov, ktorym su venované Kapitoly.b.az
5.3.6.

5.1 Autoregresivne procesy a procesy kizavych priemerov

V podkapitole 3.5.4 sme definovali autoregresivrgcps prvého radu nasledovne:
U = ou_ +& (5.1)
Pre konStanty platilo obmedzeniep] < 1, néhodné premenng boli navzajom
nezavislé, mali rovnaké rozdelenie pravdepodobnastiulovou strednou hodnotou
a konstantnym rozptylom?, as; bolo nezavislé ne...
Pre tento proces sme si ukazali niédm vlastnosti, hlavne odvodili sme jeho

variartno-kovariagnd maticu:
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n-1

1 p p p
s2| P 1o p"
var) =E(uu’)=Q = 1_;2 o> p 1 - pT® (5.2)
pn—l pn—2 pn—3 1

Na tomto mieste mézeme formulaciu modelu zovSeabagm, Ze budeme uvaZova
0 viac neZ o jednom oneskoreni, tedapigy sme mohli m@avztah:

U = Py + PU, +o+ U, + &, (5.3)

O takto definovanomy; hovorime, Ze predstavuje autoregresivny proces pael N,
kdep1, p2, ...,pp € R. Rad procesu jeceny p&tom oneskorenp. Tento proces oziajeme aj
ako proces ARY), podobne proces definova(fy.1) je procesom AR(1).

Autoregresivne procesy sa V literati¢asto definuju aj vyuzitim tzv. operatora
oneskorenia (anglag operatoj, ktory ozngujemelL (Hamilton, 1994, s. 25). Ak pouZijeme
tento operator na hodnotasového radu, ziskavame predchadzajucu hodnotonafoe:

Lu, =u_, (5.4)
Dalej definujeme:
P, = LLu, = L(Lu,)=Lu,_, =u,_, (5.5)

Ked sa s operatorom oneskorenia stretdvame prvy kréfe na nas posabdos’
neobvykle. V skuténosti ale s podobnymi operatormi pracujeme bezamesa6sobuje nam to
problémy. Zoberme si jednoduchy priklad: ak nap&emraz ,3 — 2“, znamienko ,—" je
binarnym operatorom predstavujacim rozdiel dvéttel. Nazyvame ho binarnym, pretoze
pre jeho aplikaciu potrebujeme dwésla, ktorych rozdiel pdtame. Nie kazdy si vSak
uvedomi, Ze ide o iny operator, akalkeapiSeme vyraz ,— 2“. V tomto pripade ide o ugarn
operator (na jeho aplikaciu potrebujeme jedrsbo, nie dve ako predtym) a jeho vyznam nie
je rozdielom: ,— 2“ slovami znamen&iglo op&né k¢islu 2“. Tento priklad ukazuje, Ze je
pomerne bezné strethdsa s unarnymi operatormi. Ich argument nemusins’ pio
zéatvoriek, poki nechceme zvyraztiporadie operacii. Tak ako nepiSeme vzdy (- 2),
podobne v pripade operatora oneskorenia nepidgmg Operatoru oneskorenia davame
vySSiu prioritu ako nasobeniu a deleniu, teda vyraz+ u.; interpretujeme v zmysle vyrazu
L(U) + U1 = Upp + Ug = 2Ug, @ nie vzmysld (i + U.1) = U1 + U INnak povedané, pri

vyraze Lu; + W, najskdr oneskorujemel (ma prioritu), a az potom¢gavame. Okrem
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operatora oneskorenia mézeme definoajzapis pomocou tzv. polyndmu oneskorenia (angl.
lag polynomia). Vyrazomp(L) budeme ozrsva’ vyraz:
p(L)=pL+p,"+-+p L (5.6)
VSimnime si, Ze polyndm oneskorenia nie je reélnyisiom — je nim definovany
operator p(L). Rad polynémup(L) bude zrejmy z kontextu (ak skimame proces pAR(
radom je zrejmep) no v pripade, ak by mohlo déjk nedorozumeniu ri&o explicitne
upozornime.

S pomocou polyndmu oneskorenia méZzeme napisaces AR) ako:

u = p(L)y, +¢& (5.7)
U, _p(L)ut =& (5.8)
- p(L)u, = ¢ (5.9)

Okrem autoregresivneho procesu je druhyniasagjSie sa vyskytujucim tzv. proces
kizavych priemerov (anglmoving average processProces fzavych priemerov radua,
oznaovany MA(Q) mbZeme napisas tvare:

U =& +TE L+ A6 ,+ - +0aE, (5.10)

To isté m6Zeme pomocou operatora oneskorenia defirako:

u = (1+a(L))e (5.11)

Proces kzavych priemerov prvého radu MA(1) je vyjadrenyatzom:

U =& +a.&., (5.12)

KedZe predpoklady e nemenime, je hrévidiet', Ze plati:

E(u)=E(g +as_,)=E(s)+aE(s_,)=0 (5.13
Pre rozptylD(u) vd’aka tomuto vysledku plati:
D(u,)= E((ut - E(ut))2)= E(utz) (5.14)
Preto:
D(u,)= E(ut2)= E((gt + algt_l)z) (5.15)
= E(.st2 +2a.68, , + alzet_lz) (5.16)
= Elg?)+ 20,E(ge.,) + 0Ele.2) (5.17)

Z nezavislostis; a &1 vyplyva, Ze kovarianci&(e;, &.1) je nulova.Dalej vyrazE(s?)
predstavuje rozptyk, kedZe E(¢;) = 0. Tento rozptyl ozriajeme potia definicie na zaatku
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kapitoly ¢,°>. Rozptyl¢ je kondtantny pre vsetky indexy ked'Ze & st poda predpokladu
homoskedastické. Odtia

D(u,)= E(£t2)+ 20,E(ee )+ afE(st_lz) =0, +a’0,’ = ng(1+ alz) (5.18)
Pre kovarianciu cow, u.1) plati:

cov(u,,u,_,) = E(uu_,) = E((& + a,e,_ )&, + aE,)) (5.19)

= E(é‘té‘t_l taEE ,taE + alzst_lft_z) (5.20)

= o,Elg2) (5.21)

=a,0,° (5.22)

Pri Uprave z druhého do tretieho riadku sme vydaii, ze z dovodu nezavislosti
pre rézne hodnoty dostavame nulové kovarianciE(g,s, ;) = E(£.£,,) = E(£,4€,.,) =0.
Z tohto dbévodu budi aj vSetky kovarianaigeau., pre p > 1 nulové: dostavali by sme
kovariancieE(sg,_,) = E(££,,.,) = E(64&6.,) = E(£§,6_,,) =0.

Variantno-kovariagnéd matica pre proces MA(1) je tridiagonalna a vgasasledovne:

1+a” a, O - 0
a, 1+a” a - O
var) = E(uu")=Q=07 0 a l+a’® - 0 (5.23)
0 0 0 - 1+a’

Z teoretického fadiska je zaujimavé zaobérssa aj procesmi, ktoré v praxi
nevyuzijeme. Ide hlavne o procesy A®R( a MA(x). Ide o procesy, pri ktorych
predpokladame neko&iey patet oneskorenycklenov (a preto aj nekotiee védky pocet
odhadovanych parametrov).

Uvazujme najprv o procese AR(1), ktory by maltrazar:

1- oL = ¢ (5.24)

Ked tento vZah berieme ako rovnicu, mohli by sme sa zaabergslienkou, ako sa z

nej da osamostathi. Intuicia napoveda, Ze by to mohla’mperaciou:
1-p L) (- oL =1-pL) "¢ (5.25)
Teda prenasobenim rovni¢e- p,L )™, pretoze ai- p,L)™"(1- p,L) =1, dostaneme:
u =01-pL) "¢ (5.26)

Otazkou ale jeso presne j1- p,L)™"?
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Aby sme to zistili, skisme roznasoliva vyrazy:(l— ,olL) a nekoneny rad:
L+pl+p’LP+-=3 pl (5.27)
i=0
pricom kladiemd.® = 1.V sine dostaneme:
- o L)+ oL+ o212+ )= L+ piL + o212 + p2L3 )= (oL + p2L2 + pL%-)  (5.28)
=1 (5.29)
Z toho ale vyplyva, ze akl- p,L) (- p,L)=1, a [L+ oL+ pL% +--J1- pL) =1,

potom mézeme poloZi
(:I-_,Oll—)_l :1+:01L+:012|—2 +ee :Zplil-i (5.30)
i=0

Z uvedeného vyplyva, Ze proces AR(1) v tvare:
1-pLl)u =¢ (5.3
MbzZeme napisaako proces MAD):

u =@-pL)'s = [Z pi'L }—a (5.32)

Plati to aj naopak — proces MA(1) vieme napigeako proces ARS). Vztah dokonca
plati aj pre procesy AR a MA(g) — stacionarny autoregresivny proces vieme vyjaakd
proces kzavych priemerov nekoteého radu, a stacionarny procelzakych priemerov
vieme vyjadn’ ako autoregresivny proces nekémé&ho radu.

Tvrdenie vSak neplati kubovd’nych dvoch procesoch —Tova podmienka je
podmienka stacionarity. Procesy, pri ktorych viemag’ koeficienty polynédmov oneskorenia
spinajuce:

L-pL)a+a(L)=1 (5.33)

nazyvame invertovaleé (alebo invertibiln€). Da sa ukdzaze podmienkou pre
invertovaténog’ procesu ARg) je ekvivalentna podmienke jeho stacionarity. Ak $me

pouZili koeficienty polynému oneskorenia Ealdali by sme korene polynému:

1-p(z)=0 (5.34)
prez patriace do mnoziny komplexny¢fsel, podmienka stacionarity sa da vyjadi

ako tvrdenie, Ze vSetky korelf®.34) su v absolutnej hodnote d&e ako 1. Path zakladnej
vety algebry bude ntatakato polynomick& rovnica radupravep rieSeni, pdom niektoré

mozu by viacnasobné, a niektoré moézutbkomplexné. Tato podmienka sa niekedy
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formuluje aj tak, Ze korene rovnice musia lezaaimo jednotkovej kruznice (v obore
komplexnychtisel).
V pripade procesu MAY) je podmienkou na invertovdt®g tvrdenie, Zze vSetky
korene rovnice:
1-a(z)=0 (5.35)
Musia by v absolutnej hodnote ¥gie ako 1.
Vo vztahu k invertovaténosti si vSimnime dve skutnosti. Prvou je fakt, Ze proces
MA(L):
U =& +a.&, (5.36)
je stacionarny pre vSetky, € R. Toto je zrejmé aj z varigno-kovariagnej matice

u pre proces MA(1):

1+a” a, 0o - 0
a, 1+a a - O
var)=E(uu")=Q=0° 0 a l+a’ - 0 (5.37)
0 0 0 - 1+a’

Pre F'ubovd’né a; € R obsahuje tato matica kofre@ hodnoty. AvSak podmienka
invertovat&nosti pre proces MA(1) hovori, Ze:
1-a0,z=0 (5.38)
Jedinym koraom je:

1
z=— (5.39)

al
Ak ma by tento koré v absolutnej hodnote ¥8i ako 1, znamena to, Ze:

4="->1 (5.40)

Pre proces AR(1) sme dostali vadan-kovariagna maticu:

1 P p2 . pn_l
o2 P 1 p p”_z
var) =E(uu’) =Q = 1_‘9102 0> p 1 ... pm® (5.41)
pn—l pn—2 pn—3 1



Rozptyly prvkovu sme odhadovali v rovnicf3.242) pomocou sétu nekonéného

radu.
200 0_2
D(u )= A= :
(w)=o. ;p -7 (5.42)

Tento rad méa kory siet (a proces ma kowtey rozptyl) len v pripade, alpo|<1.

Podmienka invertibility pre proces AR(1) je, abyéorovnice:
1-pz=0 (5.43)

bol v absolutnej hodnote ¥ ako nulag¢o je ekvivalentné tvrdeniu:

ol <1 (5.44)

Pre proces AR(1) je preto podmienka invertibiltyoZna s podmienkou stacionarity.

Pri polade na variatno-kovariagnu maticu procesov MA(1) a AR(1) vidime hihe
niekd’ko skut@nosti. V prvom rade varigno-kovariagna matica vektorau pre proces
AR(1) obsahoval samé nenulovkeny (akp # 0). V pripade procesu MA(1) su nenulové
kovariancie len pre susedné pozorovania (S oneskoreo jedno pozorovanie). Tato
skuta@nogd’ pre nas méze Iyindikatorom, o aky proces ide — ak by sme vidaliiartno-
kovariatn maticu, je na zéklade charakteru tejto maticeméoodhadnt] ¢i ide skor
o proces MA(1) alebo AR(1).

V pripade oboch procesov su zlozkyhomoskedastické — takZze maju rovnaké
rozptyly. NiZSie kovariancie mimo hlavnej diagonglgtom v rdmci tej istej matice su potom
ekvivalentné nizSim korelaciam. Vo varéao-kovariagnej matici pre proces AR(1) vidime,
Ze korelacie klesaju s oneskorenintim v&Sia je vzdialenasv ¢ase (oneskorenie), tym
menSia je korelacia. Pri procese MA(1) su korel@veam susedné hodnoty. Preto ak by sme
hradali vhodna Specifikaciu préasovy rad, v ktorom su korelacie aj medzi vzdig&ng
hodnotami, zrejme by sme nemali vyliepaoces MA(1).

Z variartno-kovariagnej matice pre proces MA(1Yalej vidime, Ze nenulové
korelacie medzi prvkami su rovné:

a
1+a

(5.45)

Z podmienky invertibility vSak mame, Zferl|<1. Z toho vyplyva, Zze maximalna

hodnota korelacie pri procese MA(1) musit bhyenSia ako 0.5. Ak modelujeme proces,

v ktorom je korelacia vySSia, zrejme nie je vhodgera pren model MA(1).
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5.2 Modely ARMA, ARCH a GARCH

V predchadzajucej kapitole sme si predstavili zdiéa procesy, o ktoré sa opiera
tedria modelovanigasovych radov. Definovali sme model AdR(
1-p(L))y =¢ (5.46)
ako aj model MAQ):
u = (1+a(L))e (5.47)

Kombinaciou uvedenych dvoch modelov je mozné vytvproces, ktory nazyvame

ARMA(p,q) (angl.autoregressive moving avergge
-y, =L+a(L)e (5.48)

Ide o model, ktory obsahuje oneskorené hodnoty sigvipremennej, ako aj
oneskorené hodnoty inovacii. V pripade, ak su sgmpodmienky pre polynémy oneskorenia
p(L) a a(L) definované v predchadzajucigsti, je aj proces ARMAYq) invertovatény,

a je ho mozné vyjadtiako proces ARf) a MA(x).

Model ARMA(p,q) mdZze sam osebe bwyuzivany na modelovanie stacionarnych
¢asovych radov. Pri modelovani je ale mozné wafiexogénne regresory, ako sme to robili
v klasickej ekonometrii. Model v tvare:

y=Xp+u (5.49)
kde zlozky vektorau predstavuju procesy ARMA(Q), pricom E(u) = 0 nazyvame
modelom ARMAX({,q).

VSimnime si, Ze ide o Veni podobny model, ako sme rozoberali v kapitolach
venovanym klasickej ekonometrii. KorelovariozglozZiek vektora nahodnych poruch bola
vtedy porusenim predpokladu P2 — v pripade mod&WAX s autokorelaciou potame pri
Specifikacii modelu.

Odhad koeficientov modelu ARMA, ale aj ARMAX je muZ realizové pomocou
odhadu metédou maximalnej vierohodnosti. Tato metéohe si ukazali v Kapitole 3.3.4.
Ukazme si preto len logaritmus funkcie vierohodngste model ARMAX ainovécie
s normalnym rozdelenim pravdepodobnosti, ktoryJeobecnejsi (Davidson — MacKinnon,
2003, s. 558):

- Tin(2m)- 212 -y - XB) @7y - Xp) (5.50

Pripomeéme, Ze pre proces AR(1) sme mali vatiamkovariagna maticu:
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n-1

1 p P P

sz P 1o p"
9=1_j02 pe p 1 e P (5.51)

pn—l pn—Z pn—3 . 1

Vidime, Ze je vyjadrena pomocou neznameho rozpiylla korelaciep. Pre proces
MA(1) obsahovali prvky matic€ neznamy parametef;. Variantho-kovariagtna maticaQ
bude preto aj v pripade zlozZitejSieho modelu ARMAY), resp. ARMAX§, q) obsahové p
autoregresnych koeficientovgakoeficientov Kzavych priemerov. Okrem nich je potrebné
odhadnii este nezndme paramefea rozptyls,>. Zamer je preto jednoduchy — odhatini
vSetky tieto parametre tak, aby sa maximalizovalmkéia vierohodnosti. Toto je
optimaliza&na uloha, rieSenie ktorej umane odhad modelu.

Ako sme videli v predchadzajdcicitastiach, maticaQ mb6ze by pomerne
komplikovana — ukazovali sme si len pripady AR(IVA(1), ktoré su ndjahSie. Nasim
zamerom bolo vysvetliprincip, na zaklade ktorého je mozriadany odhad ziska

Doteraz spominané modely sa zaoberali problémowkarglacie — vSetky skiimané
tvary variano-kovariagnych matic viedli k tomu, Ze vSetky rozptyly zldZieektorau boli
rovnakeé, teda zloZky boli homoskedastické. Vyvstava otazkiaby nebolo mozné podobne,
ako modely ARMA vyuZivaju poruSenie predpokladur2rozSirenie Specifikacie modelu aj
v pripade heteroskedasticity modeltvimeniaci sa rozptyl. Vhodny model s akronymom
ARCH navrhol v roku Engle (1982).

Nechg pret = 1, 2, ...n st ndhodné premenné s normovanym normalnym razdele
pravdepodobnostig € N ag; € Rt prei = 0, 1, ...,g. Potom ARCH proces radg,
oznaovany aj ARCH() je dany nasledovne:

U, = 0, (5.52)
o’=a,+ Zq:aiut_lz (5.53)
in1

Da sa ukaza(Hamilton, 1994, s. 659), Ze nepodmieneny rozptgl proces ARCHY)
je dany vfahom:

2_ Gy
1_Zq: a (5.54)

i
i=1

g

Podmienkou stacionarity je potom:
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Ya <1 (5.55)

Ak by podmienka neplatila, zaroveby bol menovateé v predchadzajiucom vahu
zaporny —¢o nedava zmysel, k&e modelujeme nezaporny rozptyl. Z rovnakého dovsriu
pozaduje ajp; € R+.

ZovSeobecnenim modelov ARCH su modely GARCH, ktosdrhol Bollerslev
(Bollerslev, 1986). Ich hlavnou vyhodou je, Ze migh na modelovanie toho istéhasového
radu postéuje odhadové spravidla ovBa menej parametrov, ako pri modeloch ARCH.
Model GARCHp,q) ma tvar:

U =0.& (5-5@

q p
Jt2=a0+zaiut—12+25ja-t—jz (5.57)
. =

i=1

V tomto pripade pre nepodmieneny rozpiyplati:

1-Zq‘,ai _idj (5.58)

i"i +Zp:5j <1 (5.59)

Ozn&me a vektor parametroa = (ao, a1, ...,0q) ad vektor parametrod = (31, oz, ...,
dp). Podmieneny rozptyb je potom mozné abstraktne vyjadeko funkciu odhadovanych
parametrov obsiahnutychaad.

Odhad modelov ARCH a GARCH sa realizuje nasledovegsobom. Vychadzajme

z modelu:
Y =X B+y, (5.60)
Y. =X B +0.(B.a.8)e (5.61)
Hodnota zavislej premenngj je modelovana pomocou exogénnych premennych pre
pozorovanig obsiahnutych X;. X, je t-ty riadok maticeX. Specifikacia poruchovéhtena
koreSponduje s modelom GARCHlen o, (B,a,8) vyjadruje, Ze podmienena Standardna
odchylka je funkciou odhadov vektoreyp aé. Poslednu rovnicu mdéZzeme napisavare:

- Y _xtB

" 0,(B,0,8) (5.62)

t
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KedZe predpokladame, Zz& ma normované normalne rozdelenie, mézeme k nemu
nadefinovd logaritmus funkcie vierohodnosti zaloZzenej na btesnorméalneho rozdelenia v
tvare (Davidson — MacKinnon, 2003, s. 583):

1 1, ( 2 1(y, - X B)
-=In(2m) -=Inlo,” (B,0,8) |- ="+—" 5.6
= Snlar @as)-5 2 (5.63

Odhad modelu potom mézZzeme realizowaetédou maximalnej vierohodnosti.

5.3 Stacionarita ¢casovych radov

Stacionarita je jednou Z’écovych vlastnostéasovych radov. V niektorych pripadoch
plati (ide o pripady, ktoré nas v ekonomii zaujiimppmernecasto), ze ak j&asovy rad
nestacionarny, potom efekt Soku sa s pribudaju&asom nestraca. PoKige ¢asovy rad
stacionarny, tak akykoek Sok waset sa postupne vytraca, az uplne zmizne {pre ).
Inymi slovami mbézeme povetiaZze ¢asovy rad sa vracia k svojmu dlhodobému priemeru (v
angl.mean reversion

Vychadzajme z autoregresného procesu v nasledotwwranet

Y, = Ha + D, +e,iid  ~N(01) (5.64)

Sustré’me sa zatiaiba na prvitag’ tohto v2’ahu a uvazujme o Specifickom pripade,

p =1,y =0. Je zrejme, Ze vSetky buduce hodnoty budlbg galtat’ aj hodnoty minulé. Ak

p =1, ide o nestacionarrdasovy rad. Minulé efekty sa pritom budu kumulatigpeitava’”

Yi =Yt (5.65)
Yi=Yiate,te (5.66)
Yi=Yist@,te,te (5.67)
Vi = Yot 26 (5.68)

Na nasledujucom obrazku (pozri Obrazok 19) sme amdz nieko’ko situdcii.
V kazdomcéasovom rade sme predpokladali, Ze k okamil) déjde k Soku o &osti y =
20, t. j.D¢ = 1 pret = T/2. Prcom sme uvazovali o Siestich r6znych hodnotaeh0.00, 0.50,
0.90, 0.95, 0.99, 1.00. Zostrojili sme si jednodudunkciu, ktora takétatasové rady

simuluje.

> arlsim <- function(TT, rho = c(rep(0, length(TT)) ), shock =
c(rep(0, length(TT))), size = c(rep(0, length(TT))) , errors =
c("same”, "different")) {

+ if (min(TT) < 3) stop("TT must be > 3")
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if (max(abs(rho)) > 1) warning("abs(rho) should
results <- list()
if (errors == "same") es <- rnorm(max(TT))
for (nin 1:length(TT)) {
pos <- round(shock[n]*TT[n]);
if (errors == "same") {
et<-es
et[pos] <- et[pos] + size[n];

if (errors == "different") {
et <- rnorm(TT[n]); et[pos] <- et[pos]
}
srs <- et[1]; srs[2] <- rho[n]*srs[1] + et
for (tin 3:TT[n]) srs[t] <- rho[n]*srs[t-
results[[n]] <- srs

+ + + A+ 4+ A+ o+

+

return(results)

+}

> dev.off()

> series <- arlsim(rep(200,6), rho = ¢(0.00, 0.50,
0.99, 1.00), shock = rep(0.5, 6), size = rep(20, 6)
"same")

> rgb <- hcl(c(0), ¢ = ¢(0), | = ¢(50), alpha = 0.2

> par(mfrow = c(2, 3))

> par(cex = 0.6)

> par(mar = ¢(1.8, 0.2, 0.2, 0.2), oma =¢(2.8, 2.0

> par(tcl = -0.25)

> par(mgp = c(2, 0.6, 0))

> miny <- min(as.numeric(lapply(series, min)))

> maxy <- max(as.numeric(lapply(series, max)))

> plot(series[[1]], ylim = c(miny, maxy), main = NA
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> legend(x = 0, y = 25, legend = "rho = 0.00", Ity
"n", cex = 1.5)

> axis(side = 2, cex.axis = 1.25)

> box(col = "grey60")

> plot(series[[2]], ylim = c(miny, maxy), main = NA
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> legend(x = 0, y = 25, legend = "rho = 0.50", Ity
"n", cex = 1.5)

> box(col = "grey60")

> plot(series|[[3]], ylim = ¢c(miny, maxy), main = NA
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> legend(x =0, y = 25, legend = "rho = 0.90", Ity
"n", cex = 1.5)

> box(col = "grey60")

> plot(series[[4]], ylim = c(miny, maxy), main = NA
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> legend(x = 0, y = 25, legend = "rho = 0.95", Ity
"n", cex = 1.5)

> axis(side = 2, cex.axis = 1.25)

> box(col = "grey60")

> plot(series|[[5]], ylim = ¢c(miny, maxy), main = NA

1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

be <= 1")

+ size[n];

[2];
1] + et[t];

0.90, 0.95,
, errors =

5)

,0.5, 0.5))

, cex.axis =

, cex.axis =
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> legend(x = 0, y = 25, legend = "rho = 0.99", Ity
"n", cex = 1.5)

> box(col = "grey60")

> plot(series|[[6]], ylim = ¢c(miny, maxy), main = NA
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> legend(x = 0, y = 25, legend = "rho = 1.00", Ity
"n", cex = 1.5)

> box(col = "grey60")

> series <- arlsim(rep(200,6), rho = ¢(0.00, 0.50,
0.99, 1.00), shock = rep(0.5, 6), size = rep(20, 6)
"same")

> rgb <- hcl(c(0), ¢ = ¢(0), | = ¢(50), alpha = 0.2

> par(mfrow = c(2, 3))

> par(cex = 0.6)

> par(mar = ¢(1.8, 0.2, 0.2, 0.2), oma =c(2.8, 2.0

> par(tcl = -0.25)

> par(mgp = c(2, 0.6, 0))

> miny <- min(as.numeric(lapply(series, min)))

> maxy <- max(as.numeric(lapply(series, max)))

> plot(series[[1]], ylim = c(miny, maxy), main = NA
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> legend(x = 0, y = 25, legend = "rho = 0.00", Ity
"n", cex = 1.5)

> axis(side = 2, cex.axis = 1.25)

> box(col = "grey60")

> plot(series[[2]], ylim = ¢c(miny, maxy), main = NA
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> legend(x =0, y = 25, legend = "rho = 0.50", Ity
"n", cex = 1.5)

> box(col = "grey60")

> plot(series|[[3]], ylim = c(miny, maxy), main = NA
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> legend(x = 0, y = 25, legend = "rho = 0.90", Ity
"n", cex = 1.5)

> box(col = "grey60")

> plot(series[[4]], ylim = c(miny, maxy), main = NA
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> legend(x = 0, y = 25, legend = "rho = 0.95", Ity
"n", cex = 1.5)

> axis(side = 2, cex.axis = 1.25)

> box(col = "grey60")

> plot(series|[[5]], ylim = ¢c(miny, maxy), main = NA
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> legend(x =0, y = 25, legend = "rho = 0.99", Ity
"n", cex = 1.5)

> box(col = "grey60")

> plot(series|[[6]], ylim = c(miny, maxy), main = NA
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> legend(x = 0, y = 25, legend = "rho = 1.00", Ity
"n", cex = 1.5)

> box(col = "grey60")

=1,bty=

, cex.axis =

0.90, 0.95,

, errors =

5)

,0.5, 0.5))

, cex.axis =

, cex.axis =

=1,bty=

, cex.axis =
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Z obrazku je pomerne jednozm& vidno, ako sa doésledky Sokw $liziacemu sa
k nule znizujuCim jep blizSie k 1 (Zava) o to perzistentnejsi je proces a o to vigoosba
na proces nestacionarny. V pripade, akpje 1, ide o nestacionarnyasovy rad, o tzv.
explozivny proces.

Existuje niekdko dbévodov, préo ekondémov zaujima prave existencia takychto
procesoV® A7 do prace Nelson — Plosser (1982) mnoho ekonémastavalo nazor, Ze
ekonomické premenné ako je HDP alebo HNP osciliali deterministického trendu. Inak
povedané, existuje &ity dlhodoby deterministicky trend a odchylky ochto trendu su len
docasné. Nelson — Plosser (1982) vSak ukazali, Ze takunemusi by, a Ze je celkom
mozné, Zze mnohé makroekonomické premenné majucsiedakter nestacionarneho procesu
v tvare podobnom ako (6.68) Takyto vysledok mal pomerne zavazné désledkyblool
totiz celkovy vystup z ekonomiky stacionarny, potdih neistota ofadom buduiceho vyvoja
HDP a HNP je obmedzena, &kee mdzeme pozradlhodoby deterministicky trend, 2)
fluktuaciu okolo tohto trendu je mozné interpretibwko kratkodobé ekonomické cykly, 3)
tieto fluktuacie je mozné ovplyova® pomocou monetarnej a fiskalnej politiky
a v neposlednom rade, 4) efekt intervencii nakomieglabne, tak ako je to znazornené na
nasledujucom obrazku (pozri Obrazok 19). Na stralmahej, ak je celkovy vystup
z ekonomiky nestacionarny (v zmysle procesu definom vysSi€5.68), potom: 1) neistota
oh'adom buduceho vyvoja §aset + r rastie spolu s, 2) realne Soky do ekonomiky maju
trvaly charakter, 3) celkovy vystup z ekonomiky réerrendenciu sa vrditik pévodnym
hodnotam (resp. k pévodnému deterministickéhonmdirg

Dalsim dévodom pi® néas zaujimati st éasové rady stacionarne (presnejiéch je
mozné charakterizovapritomnosou jednotkového korm, ktory definujeme neskér v tejto
kapitole) je, Ze ak mame dva alebo viac nestacimér éasovych radov, moéze Byich
linearna kombinacia stacionarna. To by vSak znatoerz tietocasové rady su v titej
dihodobej rovnovahe. Hovorime tomu aj kointegradia vsak nie je predmetom tejto
publikacie.

18V tejtocasti vd'ne preberame od Lydcsa et al. (2011).
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Obrazok 19: PerzistentnbSoku
Zdroj: vystup zo softvéru R

Doteraz sme pojem (ne)stacionarita pouZivali pomevagne. ISlo ndm najma
o intuitivne priblizenie tohto pojmu. Teraz zavede niektoré definicie a zaraveblizSie
Specifikujeme,co budeme v empirickej praci s udajmi chépaod pojmom stacionarita
¢asového radu. Pri spracovani tejtsti smecerpali najma z Burke — Hunter (2005), Poo
(2003) a Hamilton (1994) Kedze ide $tandardnu teériu, zdroje sme uviedli stdrnn
Konkrétne zdroje uvadzame len na tom mieste, kaderok zvyrazii zdroj, z ktorého sme
cerpali.

Stochastickym procesom budeme rozumigsporiadanui postupndsnidhodnych

premennychy; v ¢ase,{Y,}”, . Jeho realizacie su potofy,, y,,.... v} ={y,}; . Budemedalej

predpokladé, ze stochasticky proce{sq}"_"m je kovariagne stacionarny. To znamena, ze pre
vSetkyt aj plati:
E[Y,]= ) < (5.69

COV(Yt ,Yt_j): E[(Yt _,U)(Yt_j _/J)] = yYY(j)1|yYY(j)| < 0 (5.70

Ide o obmedzenia, ktoré sa tykaju prvého a druhdétoonentu. Prvé obmedzenie
nedovoli, aby sa menila strednd hodnotase. Druhé obmedzenie tvrdi, Ze autokovariancia

19 Kapitola 5.3 do znmej miery vychadza z internych materialov, ktorépsaZili pri spracovani metodologie
ku kvalifikatnej praci Lydcsa (2013), ktora vSak bola publikavareskor ako tieto skripta. Vynimku tvoria
najma priklady.
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zavisi len od oneskorenja nie odcasového okamihti Pod druhou podmienkou sa skryva aj
podmienka, Ze nepodmieneny rozptyl je konstantmg (p= 0). Na ozné&nie kovariatne
stacionarneho procesu sa zvykne pouzijavyraz,slabo stacionarny stochasticky proces
V literatire sa mozeme strethsl roznymi formami a definiciami stacionarity. Spdéa plati,

Ze ¢im viac reStrikcii vytvorime, oto prisnejSia (&pempiricky vyskum oto menej
praktickd) je podmienka stacionarity stochastickéinocesu.Dalej potrebujeme, aby pre
kovariaréne stacionarny proces platilo, Ze gre» «, Y; a Y. boli nekorelované.

V praxi mame pre jeden stochaticky prodds}” spravidla k dispozicii iba jednu
realizaciu{y,}] . Ak chceme odhadritstrednd hodnotu tohto procesu, na odhad mézeme

pouzt’ aritmeticky priemer z nameranych hodnét. Na migst®tazka,éi pomocou tohto
postupu bude aritmeticky priemer konvergoka skut@nej strednej hodnote stochastického
procesu. Pri praci &sovymi radmi budeme predpokladde tomu tak je. Tento problém sa
tyka odhadu v&etkych momentov stochastického pufCesTito vlastnog nazveme
ergodicita. ZjednoduSene si pod ergodicitou pritomdZzeme predstavitakl vlastnos
procesu, pri ktorej plati, Zze ak vyberiemgiuir vzorku hodnét z tohto procesu, potom bude
vyberovy priemer na zaklade tejto vzorky skoro igmnvergové k skut@nej strednej
hodnote procesu a rovnako kovariancia k skgpkovariancii (Wang, 2009).

V uvode tejto kapitoly sme spomenuli, Ze nas zaajijpden Specificky pripad
nestacionarity. Pritom pdd definicie slabo staciondrneho procesu, je moZ&& mdzne
formy nestacionarity. Z definicie vysSie vyplyvae &asovy rad je nestacionarny, ak ma
deterministicky trend:

y, =B, +fBt+e,e ~N(01),8 %0 (5.79

Inym pripadom méze Wy ak sa meni rozptydasového radu. Napriklad uvazujme
0 nasledujucom empirickom procese:

(e ~N(02),t<T/2
_{et ~N(04),t=T/2 (5.72

t

Stredna hodnota sa sice nemeni, ale meni sa negoemyi rozptyl. Preto pdd
definicie slabo stacionarneho procesu, by sme tpndoes nemohli povazotaza slabo
stacionarny proces. Pripadne, ak sasovom rade vyskytuju Strukturalne zlomy v strednej

hodnote:

" Tato podmienka nam do istej miery nahradzuje pedku nahodného vyberu z populécie pri prierezovej
Statistike.
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y, =)D, +e,8 ~N(01),y#z0,kOT:t<k=D,=0t2k=D, =1 (5.73)
Ako si ukdzeme v Kapitole 5.4, analyza nestacioy@drnéasovych radov vedie
k netrivialnym problémom. Poliaje vSak nestacionarita vyvolana deterministickymi
zlozkami, spravidla to pre modelovanie takéhdssoveého radu nepredstavuje zasadny
problém. Samozrejme v pripade, ak su nam tietoméatestické zlozky zname. Pri regresnej
analyze mézeme tieto deterministické zloZzky do rodeahrnd® vo forme vhodnych
regresorov, pripadne moézZzemé&asovy rad najprv uprawi tak, aby sa wiom tieto
deterministické zlozky nevyskytovali. V ekonomii shavSak zaujima Specificky typ

nestacionarity, tzv. stochasticky trend. Uvazujmsasledujuicom modeli s deterministickym

trendom:
Yo =Byt Bit (5.74)
kdefo, af1 su parametre modelu. V takom procese su prirdsthgtantné:
Y, =Y, =Y =B+ Bt - By - Blt-1) =5, (5.75)

Ak tieto prirastky £;) nebudl konStantné, ale budlu nezavislymi reakraci
z normalneho rozdelenia pravdepodobnosti, povedzmeN(0, ¢°), pdjde o ukitd formu

stochastického trendu. Takyto model méZzeme zé gilsa:

Ay, =& (5.76)

Toto je vSak Specidlny pripad, ktory sme uz riagifSie:
Ay, =Y, ~ Vi1 =& (5.77)
V=V, tE =N, tELP=1 (5.78)

KedZe ¢asové rady, ktoré generuju tento proces (hazyviedynahodna prechadzka,
tzv. random walk), sa podobaju r@asové rady pozorované v ekondmii, v empirickom
vyskume sa venujeme odiz&aniu prave tejto formy nestacionaritgsového radu pomerne
vel'a priestoru. Pre zjednoduSenie uvazujme o autaegne procese prveho radu (AR(1))

tak, ako bol definovany vysSie:

Y, =Yy FELE ~ N(;/, 02) (5.79
Ely.]J=0 (5.80
Dly,]=to? (5.80)

cov(yt Vi ) =(t-j)o? (5.82

Z vyrazu(5.81) a (5.82) vyplyva, Ze tento proces nie je kovakime stacionarny.

Rozptyl aj kovariancia zavisia aj od polohyaset. Pomocou spéatnej substiticie mézeme
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tento proces tiez zapisako (5.68) Takyto proces sa nazyva aj integrovany proceskd3u
Hunter (2005) uvadzaju, Ze dbévod tohto nazvu vyzhad vyrazu(5.68) v ktorom sa
vyskytuje suma nahodnyahenov. Ak by bol tento proces spojity, pojem ingany (ide

o analégiu k integralu) by bol vhodny. V naSom pde je vSak mozno vhodnejSi vyraz
.Sc¢itany” alebo ,nas&itany* proces (Burke — Hunter, 2005, s. 204). Osta@ vSak pri
zauzivanom vyraze — integrovany proces.

Autoregresny proces modzZeme vo vSeobecnosti pomameratora oneskorenia

zapisd ako:
P
(1—2§zyl_']yt = (5.83
i=1
ALy =¢, (5.89
Vyraz:
P
[1—Z¢(L'J:¢(L):1—¢1L—@L2—...—(ppr (5.89
i=1

sa nazyva polynom stiip p operatord.. Operatoi. bol definovany vysSie v Kapitole
5.1. K vSeobecnému autoregresnému procesu viemrentypolynomickd funkciu stufa p,
tzv. charakteristickd rovnicu (kdge komplexn&islo):

(1—2@} =¢z)=0 (5.86

Pokid’ st vSetky korene tejto rovnice v absolutnej hodna@tSie ako 1, procetb.83)
je povazovany za kovaridne stacionarny (takéto silné tvrdenie suvisi srdefou ;). Pre
model nadhodnej prechadzky je rieSenam= 1. Pritomno$ jednotkového koliga je tak
indikatorom uéitej formy nestacionarity. £5.86) taktiez vyplyva, Ze ak je &at regresnych
koeficientov rovny 1, potom je rieSenim rovniceZistovanie (ne)pritomnosti jednotkového
korena vcéasovom rade sa pouziva ako zakladny princip prihyeio testoch overujicich
(ne)stacionaritu.

Ako si neskér ukazeme (kapitola 5.4 o klamlivej resj), nestacionarita vie
v mnohych pripadoch znameharcity problém pri spracovani empirickych dat. Hanmmlto
(1994, s. 444) uvadza, ze ak je nestacionaf#ésového radu spbsobena pritomioos
jednotkového konga, potom mézeme tento stochasticky trend odstrdiferencovanim
¢asoveého radu. Na druhej strane, ak je nestaciart@sbveho radu spdsobend pritomioos

deterministického trendu, potom ju mézeme odsfrdetrendovanim. V oboch pripadoch sa
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urgity typ informéacie straca. V prvom pripade hovorimemenach pévodnej premennej.
Tomuto typu analyzy s&asto hovori aj kratkodoba analyza, lebo namiestadv nas
zaujimaju zmeny. V druhom pripade hovorime o odawsh od deterministického trendu, t. j.
znovu kratkodoba analyza.

V empirickej analyze dat, saéasto stretavame s potreboucidr stupé integracie
¢asového radu. Uvazujme o procegektory je nestacionarny proces,dmn nestacionarita je
spbsobend len pritomrtai tzv. jednotkového koti@. Uvazujmed'alej o procese:

yo=@-L1)"% (5.87

ktory je mozné vyjadtiako stacionarny a invertibilny ARMA proces:

(1—i2i)l:qq7l_int :(1—2116“!}] (5.89

ARMA model je stacionarny, ak vSetky korene polynos(z) su v absolutnej hodnote
v absolutnej hodnote wéie ako 1. Stupeintegracie procesy; mézeme chapaako pdet
diferencii, ktoré je potrebné urabiaby sme mohliasovy rad vyjadti ako stacionarny
a invertibilny ARMA proces. Tato vlastnbgprocesu sa zvykne ozteva® ako x; ~ 1(d).
Substitaciou(5.87) do (5.88) vieme formulové nasledujuci ARIMAp, d, ) model (angl.
autoregressive integrated moving average

[1—;1‘4@}(1— L) x, =(1—§9i|_ijsi (5.89

AL)A x, = 6(L)e, (5.90
mL)x =6(L)s (5.9

Vo vzt'ahu(5.89) sme operatory nBavej strane nahradili jednym operatorom (oba je
mozné vzajomne nasabi Stupaé integracie oznaije potom poet jednotkovych korgov
polynémuz(2).

V dalSom texte, pokia nebude povedané inak, budeme pri pojme nestadi@nar
rozumig pritomnos jednotkového konga. Pri pojme stacionarita budeme rozuinie
kovariartnu stacionaritu. \@alSich kapitolach prezentujeme niéko Standardnych a aj
menej Standardnych testov, ktoré sa pouzivaju eaoceanie (ne)stacionarigasového radu.

Pre empirické aplikacie testov pozri Lyocsa e{2011).
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5.3.1 ADF-test

Vychadzajme z autoregresného modelu prvého radd)AR(
Yi =00+ g T W (5.92)
pricom o nahodnej chybe: predpokladame, Ze ide o biely Sum (stacionarngeso
ktory ma konStantnd, nulovd strednd hodnotu a jédmnvé oneskorenia su nekorelované).
Casovy rad ma jednotkovy kateak p; = 1. Vtedy hovorime o uz spominanej nahodnej
prechadzke. Pre procesy AR(1) plati pdspaca podmienka stacionarity, ktora ma tvad| <
1. V pripade, Ze mame Kk dispozicii nestacionatagovy rad (v tejto formep; = 1),
stacionaritu modzeme zabezpk jeho prvou diferenciou, zgame I(1). Diferencovanim
ziskame stacionarnif0) proces. Prirodzenym testom na pritomnjesinotkového korea je
odhadndi model(5.92) a testov4, ¢i regresny koeficiento je Statisticky vyznamne odlisny
od 1, povedzme pomocoutestu?’ Pod nulovou hypotézou sa viatatistika neriadi
Studentovymt- rozdelenim pravdepodobnosti, Dickey — Fuller ()97@ praxi sa potom
postupuje tak, ze sa modBl92)upravi na nasledovny tvar:
Ay, :a0+(10_1)yt—1+vvt =0, + O, tW, (5.93)
Oproti vyrazu(5.92)sa odpoitala oneskorena hodnota zavislej premennej. Tastev
nulovej hypotézy je potom ekvivalentné testovanypdiézyd = 0, oproti alternativé < 0.
Tomuto testu sa zvykne hovorDickey — Fullerov test, resp. DF test. Existujlzmé

Specifikacie tohto testu, gom sa navzjom liSia zahrnutim deterministickyazgk:

DY, = Oy + W, (5.94)
Dy, =0y + Oy + W (5.95)
Ay, =a, +ajt+ oy, tWw, (5.96)

Ide otest bez konStanty, test s konStantou addsinStantou a deterministickym
trendom. Neskor naztgme akym spésobom zvélspravnu Specifikaciu modelu.

Tato forma testu sa vSak uZ prakticky nevyskytugdvod spdiva vcéasto
nerealistickom predpoklade, #g su nekorelované. NajbeznejSie sa na testovarimstaity
)22

vyuZziva rozsSireny Dickey—Fullerov test (anglugmented Dickey Fuller ADF)™, ktory je

vyuzite’ny aj na procesy iné ako AR(1), tzn. aj pre pripddyl’ su korelované oneskorenia

2L Pre konstantu plat, = (1 —p)u, kdey je aritmeticky priemetasového radw, a teda ak jg = 1, potonug =
0. Je mozné testovapolane obe restrikcie.
22 Bliz8ie k danému testu v pdvodnej praci Dickeyulldt (1981).
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vySSieho radu — teda &ee poruseny predpoklad o bielom Sume. Autokorala@hodnych
chyb je korigovana tym, Ze sa do modelu k vy&yécim premennym pridén oneskorenych
diferencii zavislej premennej. Podobne ako v prkexios pripade, mame tri zakladné

Specifikacie testu:

DY, =0y, + ) BAY, , +W, (5.97)
i=1
DY, =ay+ Y, + Y BAY,, +W, (5.98)
i=1
DY, =y +at+ 3y, + Y SOy +W, (5.99)
i=1

V modeli testujeme nulova hypotéza =0 (¢asovy rad ma jednotkovy kdrea je
nestacionarny) oproti alternativnéj< O (ide o stacionarnyasovy rad).

V softvéri R je mozné vyu#i funkciu ur.df() (z kniZzniceurca ) na vypdet
roz&ireného Dickey — Fuller testuAk nechceme vyu?i pdvodné asymptotické kritické
hodnoty, tak pomocou funkcgunitroot() (kniznicaurca ) vieme vypgitat’ p-hodnoty
aqunitroot() kritické hodnoty poth simulacii od MacKinnon (1996).

Vo funkcii ur.df() si vieme potom vybta ktora Specifikdciu ADF testu chceme
aplikova’, type = c("none", "drift", "trend") . Ak zvolime type =
"none" , tak do rovnice nezahrnieme konstantu (koefichightr ani trend (koeficiert,). Pri
argumentedrift ~ je pridand konStanta a pri argumemtend suU do testovanej regresie
pridané aj konstanta a aj trend. Vo vysledkoch éimlkar.df() su poda typu zvoleného
modelu prezentované nasledujlce Statidfiky

* taul - pre model bez konsStanty a bez trertglpd = "none" ),
* tau2 - pre model s konStantotyge = "drift" ),
* tau3 - pre model s konStantou a trendaypé = "trend" ).

Vo vysledkoch mame k dispozicii eSteFaptatistiky (s neStandardnym rozdelenim),

pri ktorych sa testuju nasledujice zdruZzené hypdtéz
e phil : (0o, ) = (0, 0)
e phi2 : (0o 01, 9) = (0, 0, 0)

2 Taktiez méZeme vyuZiadf.test  (kniZnicatseries ) aleboadfTest (kniznicafUnitRoots ).
24 |de ot-3tatistiky s neStandardnym rozdelenim. BlizSie:Hgremagq.univ-tlsel.fr/pig/Docs/PigTS.pdf
% Pri modeli bez konstanty a trendu nemasriatistiky, ke'ze v rovnici mame len jeden paramet® (
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e phi3 : (ag, ) = (0, 0)

TaktieZz vieme nastavimaximalny pdet oneskorenildgs ), ktoré chceme btfado
avahy n oneskoreni pd@ vz’ahu (5.97) a kritérium, potla ktorého méa Ky zvoleny
optimalny p@et oneskorenisglectlags = c("Fixed", "AIC", "BIC") ). Ak
nastavime argumerdelectlags = "Fixed" , tak pa@et oneskoreni bude nastaveny
pod’a patu zadaného v kritérilags . M6Zzeme vSak optimalny pet oneskoreni vybta
pod’a niektorého z informmych kritérii AIC aleboBIC). Tejto problematike budeme eSte
venova priestor na konci tejto kapitoly.

Na ukazku budeme pracava nasledujicimiasovymi radnf:

Stacionarny ¢asovy rad(AR_1): Y, =05y, +w, p=05<1 (5.100)
Nestacionarnyé&asovy rad(AR_2): Y, = 1005y, +y,, p=105>1 (5.101)
Jednotkovy korei (AR_3): Vi =Yg tW, p0=1 (5.102)

> library(urca)
> x <- rnorm(500,0,1)

> AR_1 <-filter(x, filter = ¢(0.5), method = "recu rsive")
> AR_2 <- filter(x, filter = ¢c(1.005), method = "re cursive")
> AR_3 <- filter(x, filter = c(1), method = "recurs ive")

> ADF_1 <- ur.df(AR_1, type="trend", lags=1); ADF_1

# Augmented Dickey-Fuller Test Unit Root / Cointegr ation Test #
M T T R HHH

The value of the test statistic is: -11.5477 44.451 4 66.6749

> ADF_2 <- ur.df(AR_2, type="trend", lags=1); ADF_2

HHHHH I HHH HHHHH
# Augmented Dickey-Fuller Test Unit Root / Cointegr ation Test #
HHHH I HHH HHHHH
The value of the test statistic is: 0.2252 11.5994 3.9311

> ADF_3 <- ur.df(AR_3, type="trend", lags=1); ADF_3

HHH R R R R R R R FHHHHH R

# Augmented Dickey-Fuller Test Unit Root / Cointegr ation Test #
HHHHHHH R R R HHHBHHH ]

% Vygenerujeme Wi patet pozorovani (500) a aby natasovy radAR_2 neexplodoval vémi rychlo,

koeficienta nastavime na 1.005. Prid&m pdte pozorovani dosiahneme lepsSiu silu testu.
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The value of the test statistic is: -2.1743 1.8519 2.3825

Vo vystupe funkcie teda mézeme vitliked’ze sme zvolili model s konStantou aj
s trendom) Statistikytau3 , phi2 aphi3 . PodrobnejSie vysledky z testovanej regresie
dostaneme pouzitim funkceummary() . Zarove tak vieme pozrig ktoré parametre boli
vyznamné a taktieZ v zavere vystupu mame uvedeitiékir hodnoty pre Statistikyau3 ,

phi2 aphi3 . Na ukadZku uvedieme vysledky len pre vygenerovaspvy radAR_3.

> summary(ADF_3)

R R R T e R R e e e e
# Augmented Dickey-Fuller Test Unit Root Test #
R R R T e R R e e e

Test regression trend

Call:
Im(formula = z.diff ~ z.lag.1 + 1 + tt + z.diff.lag )

Residuals:
Min  1Q Median 3Q Max
-2.3135-0.5719 0.1530 0.5936 2.2146

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -0.42197 0.33307 -1.267 0.2119
z.lag.1 -0.20000 0.09198 -2.174 0.0351*
tt -0.01114 0.01090 -1.022 0.3126
z.difflag 0.13132 0.14934 0.879 0.3840

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 ** 0.05 ". 0171

Residual standard error: 0.9643 on 44 degrees of fr eedom
Multiple R-squared: 0.09878, Adjusted R-squared: 0.03733

F-statistic: 1.607 on 3 and 44 DF, p-value: 0.2012

Value of test-statistic is: -2.1743 1.8519 2.3825

Critical values for test statistics:
1pct 5Spct 10pct

tau3 -4.15 -3.50 -3.18

phi2 7.02 5.13 4.31

phi3 9.31 6.73 5.61

Z uvedenych vysledkov préasovy radAR_3 je zrejmé, Ze nulovi hypotéza =0

nevieme zamietrtuani na hladine vyznamnosti 10 %asovy rad teda méZeme povazdra
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nestacionarny a v¥adom na to, Ze pozname proces generujuci tietoejdak s tymito
vysledkami mézeme Iyspokojni (iSlo o proces s jednotkovym kitwen, tedaunit root

proces).

V softvéri R je zrejme najjednoduchSie wytuzpri ADF teste priamo funkciu
punitroot() (kniznicaurca ), pomocou ktorej vieme vygdat’ rovno p-hodnoty podia
tabelovanych kritickych hodnét z prace MacKinno898) a nemusime sledavaypatitané
testovacie Statistiky a kritické hodnoty. Pre mooet konStanty a bez trendu musime zvoli
argumenttrend = "nc" , S konsStantou ale bez trendrend = "c" a pre model
s trendom aj konStantdtend = "ct" . Na vyber mame tiez vypet t-Statistiky alebo rho

Statistiky (normalizovana Statistika) v argumentekiciestatistic = c("t", "n")

> p_ADF_1 <- punitroot(ur.df(AR_1, type = "trend", lags =
1)@teststat[1], N = length(AR_1), trend = "ct", sta tistic =
"t"); p_ADF_1

[1] 1.830100e-19

> p_ADF_2 <- punitroot(ur.df(AR_2, type = "trend", lags =
1l)@teststat[1], N = length(AR_2), trend = "ct", sta tistic =
"t"); p_ADF_2

[1] 0.9996988

> p_ADF_3 <- punitroot(ur.df(AR_3, type = "trend", lags =
1)@teststat[1], N = length(AR_3), trend = "ct", sta tistic =
"t"); p_ADF_3

[1] 0.4929388

Z vygenerovanychtasovych radov by sme nulovu hypotézu vedeli zamietlen
v prvom pripade (kde iSlo o stacionartgsovy rad) a pri zvySnych dvoch pripadoch by sme
casove rady vyhodnotili ako nestacionarne.

S vyuzitim funkcieplot()  sa vieme tiez pozriena graf rezidui a autokorétee

funkcie?’

| > plot(ADF_3) |

2" Autokorela&na funkcia predstavuje zavistomedzi korel4ciou a pouzitym oneskorenim, tedd — <l, 1>,

napr.p(2) bude zné&t korelaciou medzy; ay;_,.
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Residuals
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Obrazok 20: Rezidua a autokortalé funkcie z ADF testu

Zdroj: vystup zo softvéru R

Pri doterajSej prezentacii testov sme sa vyhli dvdébezitym témam: (1) Jiba
Specifikacie testu, (2) ¥ba pd&tu oneskoreni v pomocnej regresii. Najprén@eme moznu
stratégiu pre prvy problém. Elder — Kennedy (20@i¢zentovali pomerne vSeobecnu
stratégiu vby vhodnej Specifikacie modelu pouzivaného pri@mni (ne)stacionarity, ku
ktorej sa v tejto publikacii prikilame. Z&nime s predpokladom, Zasovy rad z dlhodobého
hradiska obsahuje trend (rastici alebo klesajucintadrend je pritom désledkom d&u
stacionarneho procesu odvijajuceho sa v okoli chetestického trendu, alebo désledkom
pritomnosti jednotkového kafa. To znamena, Ze rast nie je spOsobeny pritofonoos
jednotkového konga a zarove linearnym trendom.

Za tychto predpoklado#alej uvazujme o nasledujucej situacii. O pévodri@sovom
rade vieme, Ze ma rastuci alebo klesajuci trengarikiad z dlhodobéholladiska by malo
dochadzé k rastu reélnych cien akciovych indexov ako akeoeéj produkcii ekonomiky.
V oboch pripadoch v désledku technologického vyvajaastu produktivity prace objem
vyroby v ekonomike narasta. To by sa malo odrayiv naraste cien akciovych indexov. Je
zrejme  nepravdepodobné, aby dochadzalo krastu oek&g a (ceteris

paribus) systematickému poklesu realnych cien akcio indexov. Ak by boli realne akciové
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indexy konstantné, potom nominalny narast cienidkgibol kompenzovany rastom cenovej
hladiny. Tato alternativa je mozna, je vSak redleepripusti aspd mierne rastaci trend

v redlnych cenach akciovych vynosov. V takomto quigp je vhodné pouZziSpecifikaciu

s trendom a konstantou. V pripade, ak nevieme zadotigritomnos jednotkového kotiea,

tak povaZujemesasovy rad za nestacionarny atrend za désledoklmezjukonstanty®

V pripade, akéasovy rad nerastie (napr. po diferencovani), wl§ecifikacia s konstantou.
Ak sa potvrdi pritomnasjednotkového koiga, potom sa konStanta povazuje priamo za
nevyznamnu. V opamom pripade byasovy rad mal v sebe deterministicky trend. Ak na
zaklade testu sme toho nazoru, Ze jednotkovyrikoie je pritomny, potom pozorovany
¢asovy rad osciluje okolo konStantnej hodnoty.

Z pouZzitia tejto stratégie testovania sa mozZetzdae ak analyza Uréevych
premennych nazgaje pritomnos jednotkového koriga, proces je integrovany radu> 1.
Ignorujac fakt, Ze p&iny nestacionarity mozu Ioyaj iné ako len vySSi stupentegracie,

v ekonomii sme&asto svedkami tzv. Strukturdlnych zlomov. Pretom@@dz redlnych moznosti
je, Ze napriek tomu, Ze nam Standardny test mammapritomnog aspd jedného
jednotkového koriga, tak v skutdnosti ide otasovy rad stacionarny okolo deterministického
trendu, ktory vykazuje tzv. Strukturalny zlom. Vkdéento pripade je nadS model chybne
Specifikovany a naSa analyza naara pritomnos I(1) procesu v situacii, kde v skdtmsti

ide ol(0) nestacionarny proces. Perron (1989) ukazabkigasovy rad ma deterministicky
trend so Strukturalnymi zlomami (napr. posun vasteg hodnote, pripadne zmena tempa
rastu), sila Standardnych testov (s nulovou hypmmiémestacionarita®) je nizka. Z tohto
dévodu nemusime zamiethunulovd hypotézu o pritomnosti jednotkového kerenapriek
tomu, Zetasovy rad je stacionarny okolo deterministickéleadu so Strukturalnym zlomom.

Ak existuje podozrenie pre existenciu takéhoto l$tn@lneho zlomu, potom vysSie
uvedené Specifikacie nie su spravne. Z tohto dovmdieme prezentovasj iné typy testov,
ktoré tieto Strukturalne zlomy ztddiuju.

Ostalo ndm uiit spravny poet oneskoreni v ADF teste, pripadne v podobnych
testoch. V stasnosti uz existuje mnoho pristupov anatastie, aspo pod’a naSej

skusenosti, na Ybe vhodného pidu oneskoreni do ziaej miery zalezi. Spravidla sa vybera

% vyznamno$ konstanty pritom nie je podstatna. Vychadzame $hadpredpokladu a z neho vyplyva, 7e
casovy rad rastie/klesa atento trend v pripadeomribsti jednotkového koii@ musi by spbsobeny
konStantou. Ide o tzv. nahodna prechadzku s posurBkiste si nasimulovaniekd’ko krat nasledujlce
procesy s 500 pozorovaniamngi:=y,; + € ay; = 0.08 +y._; + g, g ~N(0, 1).
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vhodny pd@et oneskoreni z intervalu dd= 1, 2, ...,knax kde kmax Sa zvoli potla vz'ahu
kmax = int[12(T/100Y-% (Schwert, 1989).

Pacet oneskorenky, sa potom vyberie pri takej Specifikacii modeluj ktorom je
najmensia hodnota upraveného Akaike infafn&no kritéria (tzv. MAIC, pozri Ng — Perron,
2001¥°. Inou moZnotou ako odhadniispravnu 3pecifikaciu modelu, je odhadnt@nto
model s potom oneskorenkyax Ak je na hladine vyznamnosti = 0.1 koeficient pri
poslednom oneskoreni vyznamny, potkyg = knmax. AK nie je vyznamny, potom sa odhadne
model skmax — 1 p&tom oneskoreni a postup sa opakuje dovtedy, paledude koeficient
pri poslednom oneskoreni vyznamny, resp. dokebude péet oneskoreni = 1. Tento postup
bol navrhnuty v praci Ng — Perron (1995). Pre tigt@ postupy vyberéf,,; m6zeme poufi
kritické hodnoty od Cook — Manning (2004), ktorynpacou simulacii zostavili priblizné
kritické hodnoty pre rézne Vkosti vzoriek T = {50, 100, 250, 2500} a prislusny spbésob
vyberu p@tu oneskorenk,,. Ako sme uz spomenuli, pet oneskoreni sa pri ADF testoch
pouziva z dévodu autokorelacie rezidui. Preto uaddzeSte jeden postup, kklg: sa vybra
tak, Ze sa na zZatku k stanovi ako 0 a overuje sa hypotéza o nulovejkangtacii rezidui
z takto Specifikovaného modelu. K tomu sluzil nklad Standardny Ljung — Box test, kde
pocet oneskoreni (pouzivanych v teste) je spravidld ad int{0.09}. Ak nulovi hypotézu
0 nepritomnosti autokorelacie zamietneme, pakeme dalej odhadom modelu ks + 1
poctom oneskoreni. Tento postup mézeme opakalavtedy, poki& pouZzitim Ljung — Box
testu hypotézu o nepritomnosti autokorelacie negieramietnt. Tento postup je blizky
nazoru prezentovaného v Cheung — Lai (1995), ktodili, Ze paet oneskoreni sa voli tak,
aby v reziduéach nebola pritomn& autokorelaciao®rovani hypotézy, Zg&asovy rad jd(1),
potom mdzeme pouziich kritické hodnoty, ktoré sa vypitaja zo vrahov pre vypdet
kritickych hodndét prex = 0.05, 0.1 (pozri Cheung — Lai, 1995; Thka 1). V nasledujucej
kapitole eSte spomenieme dva vybégy: pomocou modifikovaného informiaeho kritéria
Akaike.

5.3.2 ADF-GLS test

V sEasnosti jednym z najpouzivanejSich testov je zreD€-GLS test od Elliott et
al. (1996). Ak pozorovanidgasového radu oztiame akoy;, potom overujeme nasledujlcu

29V skasnosti sa uz tato forma vyberuwpooneskoreni neodpard, pozri Perron — Qu (2007).
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nulova hypotézup = 0, oproti alternativnej hypotéze < 0 z modelu(5.103) Ide o test,
ktorého nulova hypotéza hovori o nestacionariteforone jednotkového koita(ov), kym
alternativna hypotéza hovori o nepritomnosti jekinatho koréa:
k
oY, =@y, + ;@yt_i +& (5.103
kde k > 0 je pa@et oneskoreni diferencii detrendovanéasoveho radwy;, ktory sa
modZe zvolf pomocou jednej z metdd uvedenych vySSie. Tenteedébvanycasovy rad sa
vytvoril nasledujacim spésobom:
Y. =Y.~ By - Bt (5.109
Z vyrazu (5.104) vyplyva, ze od poévodnéhaiasového radu sa odfitava
deterministick&ag’. Parametreg, a f3,sa ziskali pomocou metédy najmensich $tvorcov z
jednoduchej linearnej regresie, kde zavisla preragnre vektor nezavislych premennyah
boli definované nasledovne:
y=ly..@-ab)y,,...a-aL)y,] (5.109
z=(z,,1-al)z,,...A-aL)z,] (5.106
pricom z, = (Lt)’ pre model s linedrnym trendom a konstantozy & (1)’ pre model

s konstantouDalej @ =1+C/T, kde ¢ je konStanta, ktora pre model s linearnym tren@dom
konStantou nadobuda hodnotu —13.5 a pre model &&aou —7. Rt pozorovanéasového
raduy; ozn&ujeme akol, t =1, 2,...,T. Testovaciu Statistiku tykajucu sa koeficiepts O si

LS alebor,°"®, a to v zavislosti od tohaj pdjde o model s konstantou

moZeme oznat’ akoty
alebo o model s konStantou a trendom. Kritické lebgirpotom najdeme napr. v Cook —
Manning (2004) alebo Cheung — Lai (1995).

V Prilohe 1 je kod (funkcisdADF_GLS()), ktory slazi na vypéet ADF-GLS testu,
pricom ponuka testovacie Statistiky pre Styri metddybyo paitu oneskoreni. Hodnoty
testovacej Statistiky pre r6zne oneskorenia pauZitinkcie v Prilohe 1 a pouzitim funkcie
ur.ers() su prakticky rovnaké. Aby sme ilustrovali citlitossrysledkov na peet
oneskoreni, uskudoili sme jednoduchy experiment. Vybrali sme’k@es’ vzorky T = 500.
Pre tuto vékos vzorky sme simulovallasovy radk = u + px.—1 + &, & ~N(0O, 1) au ~U(-2,

2), ktory bol teda stacionarny. Pre= 0 je vhodny p&et oneskoreni pritom zjavne 0 a vhodna
Specifikacia je model s konStantou. Na tondesovom rade sme uskdtoli nasledujuce

Specifikdcie ADF-GLS testu: 1) pet oneskoreni sme zvolili pomocou Ng — Perron (1995
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procedury a kritické hodnoty vybrali na zaklade €eoVianning (2004), 2) @t oneskoreni
sme vybral pomocou modifikovaného inforfnaho kritéria Akaike (MAIC), Ng — Perron
(2001) a kritické hodnoty na zaklade Cook — Mann{@§04), 3) pdet oneskoreni sme
vybrali pomocou MAIC s korekciou tak, ako bola ugad v Perron — Qu (2007), fwm sme

pouzili asymptotické kritické hodnoty, a na zavers& pdet oneskoreni zvolili pomocou
testovania nepritomnosti autokorelacie v rezidu&de, kritické hodnoty sa zvolili pomocou
Cheung - Lai (1995). Vykonali sme 1000 iteraciil@ili si pocet chybnych nezamietnuti
nulovej hypotézy o stacionarite. Nasledne sme tpakus vykonali pre hodnopyod 0.00 po

0.99 (s krokmi po 0.01). Na zaver sme simulovalpejcesy s = 1, aby sme zistili tzv.
velkos’ testu, teda pet nespravne nezamietnutych nulovych hypotéz. e d@nalyzu su
vysledky v obrazku (pozri Obrazok 21) zaewae cervenou farbou. Modrou jeiara

znazotujuca hladinu vyznamnosti, na ktorej sme testy wltio t. j.« = 0.05.

> TT =500; | = 1000; rhos = 100; metody = 4;
> results <- matrix(nrow = rhos, ncol = metody)
> rho <- seq(from = 0, to = 0.99, by = 0.01)
> for (j in 1:length(rho)) {
r <- rholj]
res <- matrix(ncol = metody, nrow = I)
for (iin 1:1) {
srs <- arlsim(TT, rho =r, shock = 0.0, size =0, errors =
"different")[[1]] + runif(1, min = -2, max = 2)
a <- ADF_GLS(srs, model = "mu", kmax = NULL, mLBo = NULL)
res[i,1] <- c(a[1,1] < a[1,4])
res[i,2] <- c(a[2,1] < a[2,4])
res[i,3] <- c(a[3,1] < a[3,4])
res[i,4] <- c(a[4,1] < a[4,4])
}
resultslj,1] <- sum(res[,1])/I
results[j,2] <- sum(res[,2])/I
resultslj,3] <- sum(res[,3])/I
results|j,4] <- sum(res[,4])/I

+

+ + +

+ + + 4+ ++ + A+ + o+

Na obrazku nizSie (pozri Obrazok 21) ¢eernou ciarou zazn&na sila testu. To
znamena pravdepodobmosspravneho zamietnutia nulove] hypotézy o pritortinos
jednotkového koriga. Na osix-ovej je pritom vékos' parametra. Problematické spravanie
sa testu je vidno pri procedurach Ng — Perron (1,98%0 aj Ng — Perron (2001). V oboch
pripadoch je sila testu vo &&ine pripadov nizSia ako pri Perron — Qu (2007;eddre a pri
volbe, kde sa uprednasiu nekorelované rezidud. Dokonca sa javi, ako ayps
nekorelovanych reziduach vyssSia umbwady testu dosiahla skor (v zavislosti od paramag}r

Verkod testu je v kazdom z tychto procedur adekvatng,ak sme spustili test nsasovom
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rade vygenerovanom cez = 1, tak nespravne nezamietnutie nulovej hypotdagtalo
v priblizne 5 % pripadovcb je vidno pri porovnani modrejcarvenejciary). Tato analyza
nezatina d’alSie typické charakteristik§asovych radov v ekondmii. Ide najma o ARMA ako
aj GARCH procesy asamozrejme meniacu s#kog vzorky. V nasom pripade sme

uvazovali o pomerne Vkych vzorkach.
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Obrazok 21: V&kos’ a neupravena sila ADF-GLS testu pre r6zne metatigwpastu

oneskoreni a perzistentnosti procesu
Zdroj: vystup zo softvéru R

> dev.off()
null device
1
> rgb <- hcl(c(0), ¢ = ¢(0), | = ¢(50), alpha=0.2 5)
> par(mfrow = ¢(2, 2))
> par(cex = 0.6)
> par(mar = ¢(1.8, 0.2, 0.2, 0.2), oma =c(2.8, 2.0 , 0.5, 0.5))
> par(tcl = -0.25)
> par(mgp = c(2, 0.6, 0))

>

> plot(rho, results[,1], ylim = ¢(0, 1), main = NA, cex.axis =
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> text(x = 0.20, y = 0.95, labels = "Ng - Perron (1 995)", Ity =

1, bty ="n", cex = 1.5)
> axis(side = 2, cex.axis = 1.25)
> box(col = "grey60")
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> abline(h = 0.05, col = "blue")

> abline(h = 0.036, col = "red")

> legend(x = 0.0, y = 0.4, legend = c("Sila testu", "Velkost
testu”, "Nominalna velkost testu"), col = c("black" , "red",
"blue"), Ity = 1, bty ="n", cex = 1.5)

> plot(rho, results[,2], ylim = c(0, 1), main = NA, cex.axis =
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> text(x = 0.20, y = 0.95, labels = "Ng - Perron (2 001)", Ity =
1, bty ="n", cex = 1.5)

> box(col = "grey60")

> abline(h = 0.05, col = "blue")

> abline(h = 0.051, col = "red")

> legend(x = 0.0, y = 0.4, legend = c("Sila testu", "Velkost
testu”, "Nominalna velkost testu"), col = c("black" , "red",
"blue™), Ity = 1, bty ="n", cex = 1.5)

> plot(rho, results[,3], ylim = c(0, 1), main = NA, cex.axis =
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> text(x = 0.20, y = 0.95, labels = "Perron - Qu (2 007)", Ity =
1, bty ="n", cex = 1.5)

> axis(side = 2, cex.axis = 1.25)

> box(col = "grey60")

> abline(h = 0.05, col = "blue")

> abline(h = 0.042, col = "red")

> legend(x = 0.0, y = 0.4, legend = c("Sila testu", "Velkost
testu”, "Nominalna velkost testu"), col = c("black" , "red",
"blue™), Ity = 1, bty ="n", cex = 1.5)

> plot(rho, results[,4], ylim = c(0, 1), main = NA, cex.axis =
1.2, yaxt="n", type ="I", Ity = 1, lwd = 1.5)

> text(x = 0.20, y = 0.95, labels = "Nekorelované”, Ity = 1, bty
="n", cex = 1.5)

> box(col = "grey60")

> abline(h = 0.05, col = "blue")

> abline(h = 0.036, col = "red")

> legend(x = 0.0, y = 0.4, legend = c("Sila testu", "Velkost
testu”, "Nominalna velkost testu"), col = c("black" , "red",
"blue"), Ity = 1, bty ="n", cex = 1.5)

5.3.3 KPSS test

Nasledujuci postup testovania overuje hypotézucasovy rad nema jednotkovy
koren. Ide otzv. KPSS test od Kwiatkowski et al. (1992pmuto testu sa hovori aj test
stacionarity. V tejto publikécii uvadzame verziwstte odpordanu v Stadii Hobijn et al.
(2004). Na rozdiel od &iny Statistickych testov je pri KPSS nulova hygat@ostavena tak,
Ze casovy rad je ,stacionarny“¢¢ vSak znamena len to, Ze nie |jel)). Uvazujme

o nasledujucom modeli:
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t
yt:ar+,[;t+dz:ui+£t (5.107
i=1

kdeu; ag su kovariatine stacionarnéasové rady so strednou hodnotoud=a{0, 1}.
V pripade, akd = 1 ide o nestacionarnyasovy rad s jednotkovym karem. Ak d = 0 ide
o stacionarnyasovy rad. Testovacia Statistika ma potom nasledtyar:
203))
€
- T;&Z (5.108

kde e predstavuju odhadované rezidua z mod®l07) pricom v zavislosti od typu

W=

nulovej hypotézy mézeme v modeb.107) uvazovad oa, f # 0 (model s konStantou
a trendom) alebo a # 0 a z&rove f = 0 (model s konStantou). V prvom pripade si buglem
testovaciu Statistiku oztavat’ akow,, v druhom akav,. Okrem toho plati, ze mod¢.107)
sa odhaduje pod nulovou hypotézou, t £ 0. V menovateli vo wahu (5.108) pouzivame
odhad dlhodobého rozptykf reziduie. Hobijn et al. (2004) uvaZovali o neparametrickom
odhade dlhodobého rozptyly ktory je mozné poutiaj v situaciach, ké je ve pritomna
autokorelacia a heteroskedasticita, je ¢asty pripad prave€asovych radov, s ktorymi sa
stretavame v ekondmii. Test, ktory zoberie do Uvaieyo dva aspektyasového radu,
predstavuje zrmu vyhodu oproti ADF-GLS testu, kde sa autokorela@si vd@bou vhodnej
Specifikacie pomocnej regresie. Ako sme mohli widied vd’by vhodnej Specifikacie sa do
znanej miery odvijaju aj Statistické vlastnosti tetlternativou k neparametrickému odhadu
dlhodobého rozptylu, je pouZitzv. parametricky odhatf.V nasej praci sa budeme diza
postupu od Hobijn et al. (2004). Na odhad dlhodol@zptylu pouzijeme nasledujicitiah:

g° :iief + 2Tfk(lj1i ee (5.109
L= = \M)TZE '
pricomk(.) je kernel funkcia. Pre funkcl€.) plati nasledovné:
k():R-[-11, k(0)=1 Kz)=k(-2)0z0R, [|Kz}dz<e (5.110)

pricom z = j/M a funkciak(.) je spojita v bode 0 a vo vSetkych bodoch akaraany
pocet bodov (pozri napr. Andrews, 1991; Cushing — Me@g, 1999). Parametdl budeme
nazyva bandwidth. V slovenskej literatire sa mézeme sredj s pojmami ako Sirka okna,

pripadne vyhldovaci parameter. V mnohych pripadoch a pre mnoh#ekéunkcie mézeme

% Dalsou neparametrickou alternativou je korekciartktwvrhovali Sul et al. (2005).
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bandwidth interpretota ako pd&et vazenych oneskoreni. V ekonometrii medasto

pouzivaneé kernel funkcie patri: Bartld®)( Quadratic SpectraQS, Parzen®), Daniell O):

o [1=]iIM] ] Im| =1
B(J,M)—{ o inak (5.111)
1-6(j/M) +6j/M[ 0<|j/M|<1/2
P(j,M)= Q-[j/m|f 2<|jim|<1 (5.112)
0 ,inak
D(j,M)=sin(n(j/M))/n(j/M) (5.113)
— 25 sin(67(j/M)/5) . j
QS(],M)—lzﬂz(j/M)z[ 67(i/M)/5 cod67(j/M)/5) (5.114)

Odhad dlhodobého rozptylu je spravidla viac nachyla vd&bu parametrM, ako na
Specifikaciu kernel funkcie. Hobijn et al. (2004abiika 3) pre potreby vyberu hodnoty
parametraM pouzili postup prvy krat navrhnuty v Newey — Wg4994). Vypd@itanu
testovaciu Statistiku porovnavali s asymptotickyknitickymi hodnotami, ktoré je mozné
n4jg taktiez v Hobijn et al. (2004, pozri Talkw 5). Pre Uplnasuvadzame, Ze v programe R
existuje funkciaur.kpss() z balikaurca() , kde sa ako kernel funkcia pouziva Bartlett.
Patet oneskoreni je vSak potrebné zadmanualne. V Prilohe 2 uvadzame funkciu
KPSS.NEW(), ktora vrati testovaciu Statistiku padpostupu opisaného v tejto kapitole, ako
aj testovaciu Statistiku pdd funkcie ur.kpss() , kde hodnota parametra bandwidth je

rovnaka aku sme ziskali pouzitim procedury od New#&yest (1994).

5.3.4 Lee - Strazicich (2003, 2004) test

Vo svojej praci Lee — Strazicich (2003, 2004) néivwdst, ktory umo#uje zoltadnt’
pripadny vyskyt roznych foriem Strukturdlnych zlomo deterministickych zlozkach
¢asového radu, tak ako sme to na#ha Kapitole 5.3.1. V tejto podkapitole prezerduje
pomerne vSeobecnu Specifikaciu ich modelu, ktorézinje zoadnt’ vyskyt Strukturalnych

zlomov v konStante a v trende. UvaZujme o naslaxtujuprocese:

Y =87 +%, X =Xt (5.115)
kde podobne ako v pripade ADF-GLS testu vekiopredstavuje deterministické
premenné charakterizujuce konstantu a linearnydtrgratane Strukturalnych zlomov.

UvaZovali sme o modeli s dvoma Strukturalnymi zlamédez = [1,t, DY, DT%, D%, DT4]",
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DY =1,DT:=t-Tspret>Ts+1a0pra<Ts D3=1,DT4=t-Tpret>Ts+1a0
pret < T%. Pozorovanie, v ktorom dojde k $trukturdlnemu zloozn@ujeme akoT's (i = 1,

2). Dalej plati, 7eT% > T's. Zlom sa nepripG%& pre vSetky mozné pozorovania. Spravidla sa
ignoruje utity podiel prvych a poslednych pozorovani. Tomutediplu hovorime
Lpristrinnutie” (z angl.trim), avSak budeme sa na to odkazbien ako natrim. Hodnotu
tohto parametra oztiame akoh aje to spravidla jedno &sel 0.05, 0.10, 0.15, 0.2 (ide
o podiel kT). Jeho viiba je do istej miery subjektivna. ditym voditkom pri vdbe tohto
parametra by mal bypocet pozorovani. Idea spiva vtom, Zep Strukturalnych zlomov
rozdd’uje casovy rad ng + 1 rdznych rezimov. Ret pozorovani pre jeden rezim by nemal
byt prili§ nizky. Parametdr znamena, Ze v jednom rezime méz€ bgjmenej pribliznerh
pozorovani. Ak si stanovime, Ze v jednom rezimenbgnalo by menej ako povedzme 30
pozorovani (napr. z dévodu pouzitia Centralnej tivej vety), potom je mozné odvddaj
minimalnu hodnotu parametr&rim. Testovacia Statistika je vypitana z nasledujucej

regresnej rovnice:

~ K ~
Dy, =8'Dz + g5, + ) Y AS_ |+, (5.116)
j=1

kde § =V, —¢7X —z{g pret =2, 3, ...,T a prvé pozorovanie je =Dalej & je vektor
regresnych koeficientov z regresie, kde zavisloenm@nnou jeAy; a vektor nezavislych

premennych je definovany akew; (Az = [1, ADY, ADTY, AD?%, ADT?]"). A nakoniec,, je

definované akoyl—z'lg. Nulovu hypotézu o pritomnosti jednotkového k@reoverujeme

pomocou testovania vyznamnosti koeficieste 0. Testovaciu Statistiku si méZzeme agdtia
ako 7°. Paset oneskorenk mézeme zvoii pomocou sekvemého postupu od Ng — Perron
(1995), ktory bol navrhnuty aj pri ADF-GLS testest@va nam wit okamih Strukturalneho
zlomu v&asovom rade. Lee — Strazicich (2003, 2004) navrbuiiéi zlom T's a T% na takom
mieste, kde je hodnota testovacej Statistiky kaositti ¢ ¢o najmensSia. Na druhej strane
vyskum od Perron — Zhu (2005) nazoj, Ze odhad Strukturalneho zlomu pomocou kritéria
minimalizacie sumy Stvorcov rezidui vedie ku koterisnému odhadu a to bezl'aldu na to,

¢i rezidua z takéhoto modelu su alebo nie su staon@n Niektoré Stadie nazhgl, Ze tento
spbsob odhadu Strukturalneho zlomu vedie k testogjstacionarity, ktoré maju lepSie
Statistické vlastnosti, ako #esa pouZije metdda (maxi)minimalizacie testovadafistiky

prislusného testu (Kim — Perron, 2009).
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KedZe kritické hodnoty zavisia od polohy Strukturaloetiomu, je potrebné ich pre
kazdyc¢asovy rad vytvoti pomocou simulacii. Ta sa uskdémd pomocou model(b.115) kde
S =1, takZe simulécidasového radu prebieha patujovold hypotézou, kde pre rezidua plati
& ~ N(O, 1). Hadanie Strukturalneho zlomu a odhad kritickych ladgromocou simulécii je
aj pre vypd@tovu technikucasovo narény proces. V programe R neexistuje funkcia, ktgra b

tento test aplikovala. V Prilohe 3 uvadzame nagéogmu verziu kodu.

5.3.5 Carrion-i-Silvestre - Sansé (2007) test

Test je obdobny KPSS testu stym rozdielom, Ze uojez Strukturdlny zlom
v konStante, pripadne linearnom trende pomocnajeségy Budeme uvazotzao modeloch
s konStantou a trendom, ¢gowm v oboch pripadoch dovolime vyskyt dvoch Struktuych
zlomov. Ide o test, ktory vychadza z Kwiatkowskiadt (1992), ale tiez Lee — Strazicich
(2001), Presno — Lépez (2003), no najméa CarrioitvieStre — Sansé (2007), ktori na rozdiel
od predchadzajucich autorov predstavili verziu erda Strukturalnymi zlomami. Tie sa m6zu
odhadnti pomocou minimalizacie sumy Stvorcov rezidui zedsjiceho modelu (ide
o model CC z Taldiky 1 v Carrion-i-Silvestre — Sanso, 2007):

2 ) 2 ) t
Y =a+Q+) yD +> DT +dY u +¢ (5.117)
i=1 i=1 i=1

kde podobne ako v predoslom Lee — Strazicich (20084) testeP’ = 1, DT =t —
T pret>Ts+1 a0 pree < T D4=1,DT4=t—Tg pret>T%s + 1 a 0 pret < T%.
Pozorovanie, v ktorom déjde k Strukturdlnemu zloommaujeme akoT's (i = 1, 2).Dalej
plati, 7eT% > T'g. Dalej u; a& su kovariatine stacionarn&asové rady so strednou hodnotou
0 ad = {0, 1}. Testovacia Statistika je rovnaka ako KRSS teste. M6Zeme si ju ozitaako
akowpreak ROzdiel oproti KPSS testu sfiga v tom, Ze rezidua sa odhadnu z rovific&17)
kded = 0. Odhad dihodobého rozptylu je znovu usknemy cez5.109) Carrion-i-Silvestre
— Sans6 (2007) pomocou simulacii dospeli ktatiom, pomocou ktorych je mozné vyfiat’
asymptotické kritické hodnoty. Tie zaraveavisia od polohy Strukturalnych zlomov. Kee
podobne ako v predoSlom pripade neexistuje funkqgmograme R, ktora by tieto testy
vykonavala, tato funkciu sme navrhli ajej pracowerziu je mozné najsv Prilohe 4.
Kritické hodnoty sme vypoitali pomocou v#ahov z Tabltky 2 od Carrion-i-Silvestre —
Sanso (2007).
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5.3.6 Ostatné testy na stacionaritu

V softvéri R mame v knizniairca k dispozicii ajd’alSie testy:

PP test (Phillips — Perron, 1988): spolu s ADF, ABES a KPSS testom patri
medzi najastejSie pouzivané testy. Hlavnou vyhodou tohtutegroti ADF testu
je, Zze PP test je robustnydrdeteroskedasticite v chybovy¢lenoch a taktiez nie
je nutné stanoviexplicitne p@et oneskoreni v testovacej regresii. Rovnako ako
pri KPSS teste, vo funkcii sa nachadza argumlags , pomocou ktorého
modzZzeme pouZi klasické Schwertovo kritériumlags = "long" ) alebo
upraveneé lags = "short" ), kde pd@et oneskoreni je, int{4(T/100)0.4}.
V knizniciurca je vypaiet tohto testu dostupny cez funkciupp()

SP test (Schmidt — Phillips, 1992): ide o menejniyetest, v ktorom v nulovej aj
alternativnej hypotéze su zahrnuté aj determiiétic zlozky testu.
Prostrednictvom funkciar.sp()  mame k dispozicii dva typy testov — rho test
a tau test (oba gtané na zaklade LM Statistiky).

ZA test (Zivot — Andrews, 1992): je Specificky oprostatnym testom z kniZnice
urca vtom, Ze umoiuje testova stacionaritu pri vyskyte Strukturalneho zlomu
(bez exogénne uenej polohy) v konStantempdel = “intercept" ),

v trende fodel = "trend" ), alebo aj v konStante a aj v trendroflel =
"both" ). Vypoet tohto testu je v danej kniZznici mozny pomocounkitie

ur.za()

Pretad niektorychd’alSich testov na pritomnogednotkového koriga (angl.unit root

tests v ktorych je nulova hypotéza spravidla formulo&atak, Zecasovy rad obsahuje

jednotkovy kord), a taktiez aj réznych testov na overovanie staaiity (angl.stationarity

tests nulova hypotéza je spravidla formulované taki@sovy rad je stacionarny), je uvedeny

v nasledujucich talilkdch. Nevenovali sme sa tzv. panelovym testom,éktmi wase

publikovania tychto materidlov pomerne tdogopularne, ale ich ramec presahuje nami

stanovené ciele pre tuto publikaciu. Tieto testyhsdia najma v pripadoch, ak je ¢gd

pozorovani pre jedetasovy rad obmedzeny.
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Tabu’ka 11: Prehad testov jednotkového kdi& a testov na stacionaritu

Testy jednotkového koii s Hy: Casovy rad obsahuje jednotkovy kareH,: Casovy rad je stacionarny
Dickey — Fuller test (1979PF test

Dickey — Fuller test (1979, 1981DF test

Phillips — Perron (1988)PP test

Elliott et al. (1996)DF-GLS test

Point optimal testP test

Ng — Perron (2001MZ°, test

Ng — Perron (2001 MZ¢ test

Ng — Perron (2001MSE' test

Ng — Perron (2001 MPY; test

Testy stacionarity s ki Casovy rad je stacionarny, H Casovy rad obsahuje jednotkovy kdre
Kwiatkowski et al. (1992); KPSS test

Leybourne — McCabe (1994)

Testy jednotkového ko so Strukturdlnymi zlomami v bla aj v H,
Perron (1989)

Perron — Vogelsang (1992)

Clemente et al. (1998)

Lee — Strazicich (2003)

Lee — Strazicich (200%)

Kim — Perron (2009)

Testy jednotkového ko so Strukturalnymi zlomami v H

Zivot — Andrews (1992) ZA test

Lumsdaine — Papell (1997)LP test

Perron (1997)

Testy na stacionaritu so Strukturalnymi zlomami
Lee — Strazicich (2001)

Carrion-i-Silvestre — Sans6 (2087)

Specialne testy jednotkového ki

Kapetanios et al. (2003KSS test

Elliott — Jansson (2003) EJ test

Zdroj: Lyécsa et al. (2011)

Pozn.: a — Zlomy su 3pecifikované exogénne. E#&ovy rad obsahuje jednotkovy kérso Strukturalnym zlomom,
H1: Casovy rad je stacionarny so Strukturalnym zlomom. Nawié st tri modely so Strukturalnymi zlomami: A) zlom
v strednej hodnotéasového radu, B) zlom v sklone linearneho trend) sl€asna zmena (zlom) v strednej hodnote a
aj v trende. PokiasStrukturalny zlom vznikol nahle, pouZiva sa tzv.m@el (z angl. additive outlier model), pakia
zlom vznika postupne, pouZziva sa |10 model (z angdvation outlier model). Tieto dva modely slizia naipanie
mechanizmu presunu Strukturalnych zlomov. Jednodudkiagh AO modelu s dvomi zlomami: ytoe=+ 61DUt,1 +
02DULt,2 + ¢t, kde DUt je umela premennd, gom DUt = 1 pre t > Tb + 1, 0 v opmom pripade a Tb je datum
vyskytu zlomu. Tento model predpoklada dva zlomyedrstj hodnote'asového radu. Jednoduchy priklad na IO
model: yt =a + ®1DTt,1 +©2DTt,2 +1DUt,1 +52DUt,2 +pyt-1 + ¢t, kde DTt je umela premennd, doim DTt = 1
akt = Th + 1 a 0 vopéom pripade. Zarovemusi platf |p| < 1. b — Zlomy su determinované endogénne. c -
Clemente et al. (1998) uvaZovali len s netrendujieasbvymi radmi (AO a IO modely). HGasovy rad obsahuje
jednotkovy korgs dvomi Strukturalnymi zlomami, H€asovy rad je stacionarny s dvomi Strukturalnymi zlomal —
Lee — Strazicich (2001, 2003, 2004) uvazovali lemoslelmi so zlomom v strednej hodnote alebo so zlonsbrednej
hodnote a sfasne aj v trende. V Lee — Strazicich (2003, 2004)metodoldgia implikuje, Ze zamietnutim nulovej
hypotézy jefasovy rad stacionarny so Strukturalnymi zlomami, bleadu na to,¢i sa zlomy vyskytovali v nulovej
hypotéze o existencii jednotkového kereZ toho dévodu sme ich zaradili to tejto kategdr@: Casovy rad obsahuje
jednotkovy korg, H1: Casovy rad je stacionarny s dvomi Strukturalnymi zlomami- HO: Casovy rad obsahuje
jednotkovy korg, H1: Casovy rad je stacionarny s jednym Strukturdinym zlomiom.HO: Casovy rad obsahuje
jednotkovy korg so Strukturalnym zlomom, HE:asovy rad je stacionarny so Strukturalnym zlomom Hp=Casovy
rad obsahuje jednotkovy kareH1: Casovy rad je stacionarny s jednym Strukturalinym pimmh — HO:Casovy rad
obsahuje jednotkovy kofeH1: Casovy rad je stacionarny s dvomi Strukturalnymi zlotna trende. i — HOCasovy
rad obsahuje jednotkovy kareH1: Casovy rad je stacionarny s jednym Strukturalnym zlomenHo0: Casovy rad je
stacionarny so Strukturalnym zlomom, Hlasovy rad obsahuje jednotkovy karé& — HO:Casovy rad je stacionarny

s dvomi Strukturalnymi zlomami, HCasovy rad obsahuje jednotkovy karé— HO: Casovy rad obsahuje jednotkovy
korei, H1: Casovy rad je globalne stacionarny ESTAR proces fgl.aExponential Smooth Transition
AutoRegressive). m — test pouZziva stacionarne kityafz angl. covariates), blizSie napr. v Amara €& (2006),
HO: Casovy rad obsahuje jednotkovy kiarél1: Casovy rad je stacionarny.
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Tabu’ka 12: Prehad panelovych testov jednotkového ke testov na stacionaritu

Testy jednotkového kor@ s Hy: VSetkyéfasoveé rady obsahuju jednotkovy kaieH;: VSetkydasové rady su staciondrne

Levin — Lin (1993)LL test

Levin — Lin — Chu (2002).LC test
Harris — Tzavalis (1999)

Breitung — Das (2005§*

Testy jednotkového kor@ s Hy: VSetkycfasove rady obsahuju jednotkovy kdieH;: Niektoré dasové rady su stacionarne

Im — Pesaran — Shin (2003pS test
Maddala — Wu (1999)

Chang (2002)*

Pesaran (2007)*

Phillips — Sul (2003)*

Moon — Perron (2004)*

Choi (2006)*

Pesaran — Smith — Yamagata (2009)*
Taylor - Sarno (1998)™ MADF test

Testy stacionarity s bl VSetkyfasové rady su stacionarne,;HNiektoré ¢asové rady obsahuju jednotkovy kdire

Choi (2001)

Hadri (2000)

Harris — Leybourne — McCabe (2004)*
Demetrescu — Hassler — Tarcolea (2010)*

Testy jednotkového kor@ so Strukturdlnymi zlomami

Lee — Im — Tieslau (2005)*LIT test
Hadri — Rao (2008}*
Im — Lee — Tieslau (2010)*ILT test

Specialne panelové testy jednotkového ke

Taylor — Sarno (1998) JLR test
Breuer — McNown — Wallace (20013*

Zdroj: Lyécsa et al. (2011)

Pozn.: Symbol * ozraje tie testy, ktoré berd do Gvahy prierezovl #ésis‘asovych radov (v angl. cross-
sectional dependence) v ramci panela, tzv. testigrgeneracie. a — Pouziva sa model SUR (z argmiigly
Unrelated Regression). b — HO: vSetigsové rady v paneli obsahuju jednotkovy Kondl: niektorécasové
rady v systéme suU stacionarne. ¢ — Test figgozmenu v strednej hodnatasového radu.HO: vSetkiasové
rady v paneli obsahuju jednotkovy kayéd1: niektorécasové rady v systéme su stacionarne so Strukturalny
zlomom. d — Test umage zlom v strednej hodnote a v tren¢lsovych radov. HO: vSetlkgasové rady su
stacionarne so Strukturalnym zlomom (pouzitie réanyodelov obsahujucich Strukturalne zlomy, Hlktueé
c¢asové rady v paneli obsahuju jednotkovy Koee— Test umdiije zlom v strednej hodnote a v trer@sovych
radov. HO: vSetkycasové rady v paneli obsahuju jednotkovy Korkll: niektoré casové rady v paneli su
stacionarne so Strukturalnymi zlomami. f — Podaylor — Sarno (1998): ,Engle — Granger (1987)aakli, ze

v systéme N I(1fasovych radov mbze byajviac N-1 kointegrénych vektorov. Preto ak zamietneme nulovu
hypotézu, Ze v systéme je menej ako N koinfegch vektorov medzi Basovymi radmi, tak to je ekvivalentné
k zamietnutiu hypotézy o nestacionarnosti v3etkgsbvych radov“. Implikaciou je, Ze ak sa v panghbkytuje

N kointegranych vektorov, tak vSetkgsové rady v danom paneli su stacionarne. Tutoiemjdl autori vyuZili
pri rozSireni MADF testu. g — V tomto teste je néotozliSt, ktorécasové rady v paneli su stacionarne, a ktoré
nie.

5.4 Problém faloSnej regresie

(Ne)stacionaritacasovych radov je délezitym konceptom najma pri e@sgych
modeloch, do ktorych k& zahrnieme nestacionarne premenné, mozet dojgv. faloSnej
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regresiic> Granger — Newbold (1974) pomocou Monte Carlo siwiul ukazali, Ze
v regresnych modeloch s nestacionarnymi premenfgrasnejSid (1)), dochadza k vysokej
chybe 1. druhtf, a to napriek tomu, Ze tieto dve premenné su toskasti nezavislé. Medzi
inymi formulovali praktické pravidlo, pomocou kttr@ je mozné odhalipritomnos falosSnej
regresie — ak je koeficient determinacie vysSi Bkiobin — Watsonova Statistika, tak zrejme
ide o faloSnu regresiu.

UkadZzeme si to na jednoduchom priklade. UvaZzujmeastedujGcom¢asovom rade
vygenerovaného z jednoduchého autoregresného prpcesho radu. Pre dve r6zne hodnoty
autoregresného parametra si vygenerujme dva réastacionarnecasove rady s 500

pozorovaniami:

AR 1 y, =105y, +¢g (5.118)

AR_2 X =LIX, +Ww, (5.119)
Chybovécleny e aw; boli generované nezavisleNfO, 1). Kel'Zze ¢asoveé rady su
generované nahodne, nemal by medzi nimi existdiadny vzah. Pre naSe potreby budeme
vychadzé z jednoduchého regresného modelu, v ktorom jedasovy rad budeme

vysvetova’ pomocou druhého:
Ve =Bt BX t & (5.120)
kde & je poruchovyclen. Odhad regresného paramegiaby nemal by vyznamny
a koeficient determinéacie by maltbgizky™.

> library (Imtest)

> x <- rnorm(500,0,1)

> AR_1 <-filter(x, filter = c(1.05), method = "rec ursive")
> AR_2 <-filter(x, filter = ¢(1.1), method = "recu rsive")

> model <- Im(AR_1 ~ AR_2); summary (model)

Call:
Im(formula = AR_1 ~ AR_2)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-7.702e+10 -3.885e+09 -3.884e+09 -3.420e+09 4.795e +10
Coefficients:

3 To isté samozrejme plati aj pri vyfte korelacii medzi dvoma nestacionarnyfasovymi radmi. V takom

pripade mézeme hovdro faloSnej korelacii.

Teda Ze je zamietnuta hypotéza o nepritomnoséihie medzi takymi dvoma premennymi.

Ked’ze pdjde o nahodne generovaiagové rady, vysledky budd samozrejme odliSné pakm@ni postupu
Citatelom.

32
33
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Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 3.885e+09 5.690e+08 6.828 2.52e-11 * *x

AR_2 2.336e-10 3.559e-12 65.625 < 2e-16* *

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 ** 0.05 ". 0171
Residual standard error: 1.245e+10 on 498 degrees o f freedom
Multiple R-squared: 0.8963, Adjusted R-squared: 0.8961
F-statistic: 4307 on 1 and 498 DF, p-value: < 2.2 e-16

> dwtest(model, alternative = "two.sided")
Durbin-Watson test
data: model

DW = 0.0186, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true autocorelation is not 0

Napriek tomu, Ze ide o ndhodne vygenerovémspve rady, tak odhad koeficientu
je vysoko Statisticky vyznamny a koeficient deterauie je vysoky (0.8961). Na zaklade
vysledkov z takého regresného modelu by sme dokpaiveru, Ze medzi premennymi je
Statisticky vyznamna zavislisVieme, Zze danéasové rady su nestacionarne (pozname data
generujuci proces) a #esa pozrieme na Durbin — Watson Statistiku, takend& vidi&, Ze je
vel'mi blizka nule. Aj keby sme teda nevedeli, Ze ideestacionarne premenné, na zaklade
pravidla o vysokom koeficiente determinacie a rjil@bin — Watson Statistike by sme mali
ma’ podozrenie, Ze ide o faloSnu regresiu.

K rovnako nespravnemu vysledku by sme dospeli paoié¢, ke’ by nas zaujimala
korelacia medzi tymito dvoma premennymi. Vysledkdm bol vysoky a Statisticky
vyznamny koeficient korelacie. Odmocninou z koefitu determinacie vieme jednoducho
ziska’ Pearsonov koretay koeficient (0.9467), pripadne vieme na ukazhosiaej korelacie

pouzi’ funkciu cor.test()

> cor.test(AR_1, AR_2, alternative = "two.sided", ¢ onf.level =
0.95)

Pearson's product-moment correlation

data: AR_1 and AR_2
t = 65.6247, df = 498, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true correlation is not equ alto0
95 percent confidence interval:
0.9368451 0.9551497
sample estimates:
cor
0.9467572
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Na zaklade uvedeného prikladu sme chceli demoratreyznamnog konceptu
stacionarity pri skimani vzajomnycht@hov medzicasovymi radmi. Zrejme jéitate’ovi
v tomto bode jasné, Ze nie je vzdy vhodné do vuftp&orelacie alebo regresnych modelov
zahrnd’ casové rady, ktoré nie su stacionarne. Jednou zawyagich ,vynimiek® je situacia,
ak sucasové rady kointegrované. Tejto problematike s& w&budeme blizSie venotialny
pripad uvadza Hamilton (1994, s. 561). Ak sa do ehogridaju oneskorené hodnoty zavislej,
ako aj nezavislej premennej tak, aby rezidua K{6), potom OLS odhad modelu vedie ku
konzistentnym odhadom regresnych koeficientov anjezné vykon& aspa t-testy
jednotlivych koeficientov regresného modelu.

Pozrime sa eSte na spominané praktické pravidimopou ktorého mézeme na prvy
poh’ad z vysledkov regresie predpokldda@e ide o faloSna regresiu. Practvaudeme
s takymi istymi nahodne vygenerovanysasovymi radmi a pomocou jednoduchej simulacie
sa pokusime zistj ¢i budu vychadzé Statisticky vyznamné vysledky medzi nahodne
vygenerovanymi nestacionarnyniasovymi radmi (opd vyuzijeme jednoduchy linearny
regresny model). TaktieZ sa pozrieme na to, akyziah medzi koeficientom determinacie
a Durbin — Watson Statistikou. V zasade teda pojtky isty priklad ako v predchadzajucom

texte, avdak teraz cely postup zopakujeme 500°krat.

> rm(list = Is())
> library(Imtest)

>r2s <-c()

> dwt_stats <- ¢()
> dwt_pvals <- c()
> tstats <- ¢()

> pvs <- ¢()

> for (c in 1:500) {

+ x <- filter(rnorm(100,0,1), filter = ¢(1.05), met hod =
"recursive")

+y <- filter(rnorm(100,0,1), filter = ¢(1.1), meth od =
"recursive")

model = Im(y~x)

dwt = dwtest(model)

sumr <- summary(model)
n <- length(x)

es <- resid(model)

s <- sqgrt(sum(es”2)/(n-2))
bl <- model$coefficients[2]

+ + + + + + +

% 0O nieto zloZitejsie simulacie z danej oblasti st uvedepéaci Baumohl — Lyocsa (2009).
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SE <- s/sgrt(sum((x-mean(x))*2))

t <- (b1-(0))/SE)

pv <- 2*pt(abs(t), n-2, lower.tail = FALSE)
r2s <- ¢(r2s, sumr$r.squared)

dwt_stats <- c(dwt_stats, dwt$statistic)
dwt_pvals <- c(dwt_pvals, dwt$p.value)
tstats <- c(tstats, t)

pvs <- c(pvs, pv)

}

> df <- data.frame(r2s, dwt_stats, dwt_pvals, tstat S, pvs)
> summary(df)

+ + + + + + + + +

r2s dwt_stats dwt_pvals
Min. :0.002877 Min. :0.01049 Min. :1.908 e-24
1st Qu.:0.900486 1st Qu.:0.02876 1st Qu.:4.069 e-24
Median :0.908619 Median :0.03043 Median :4.433 e-24
Mean :0.889159 Mean :0.04191 Mean :3.248 e-19
3rd Qu.:0.912703 3rd Qu.:0.03694 3rd Qu.:6.188 e-24
Max. :0.965143 Max. :0.39125 Max. :9.480 e-17

tstats pvs

Min. :-52.091 Min. :3.055e-73
1st Qu.:-31.284 1st Qu.:1.081e-53
Median :-17.615 Median :1.018e-52
Mean :-1.128 Mean :1.193e-03
3rd Qu.: 31.090 3rd Qu.:6.666e-51
Max. :42.438 Max. :5.961e-01

Pri 500 iteraciach mézeme vidieZze vo va@Sine pripadov boli koeficientys;
Statisticky vyznamné (v 499 pripadoch na hladinegnaynnosti 1 %). K&ze zamietame
nulové hypotézy (o existencii ¥ahu medzi ndhodne generovanymi premennymi), ktgré b
sme zamietanemali, chyba |. druhu je do zimej miery vysoka. TaktieZ pravidlo o vysokom
koeficiente determinacie a nizkej Durbin — Watstatistike sa javi ako opodstatnené pri
identifikacii faloSnej regresie. Pre lepSiu diatinos tieto dve kritéria uvedieme ajx#y
grafe (kde Durbin — Watson Statistika je ored ako D-W Statistika).
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Obrazok 22: FalosSna regresia tatz medzi koeficientom determinacie a D-W Statistiko
Zdroj: vystup zo softvéru R

Z uvedeného grafu je zrejmé, ako vzniklo toto pcké odpordanie na odhalenie
faloSnej regresie. NajpodstatnejSie je samozrejmekiaé testovanigasovych radov na
stacionaritu. Pokia su premenné v regresnom modeli (pripadne ptiitaoi korelacie)

stacionarne, tak vyskyt faloSnej regresie by malgmydstatne mensim problémom.

5.5 Transformacia casovych radov

Jednym zo sp6sobov, ako sa pripadne vyhpioblému faloSnej regresie, je
transformacia nestacionarny¢hsovych radov na stacionarne. V zavislosti od tatky, typ
transformacie musime uplafnna ziskanie stacionarny@asovych radov, mézeme howubri
o stacionarnych premennych ziskanych (A) difereanéwm (v angl.difference stationafy
(B) odstranenim trendu (v angitend stationary alebo (C) zahrnutim Strukturalnych zlomov
v trende (v anglbroken trend stationajy

NajbeZnejSie sa stretavame s diferencovanim. V guofopripadoch ide o prirodzeny
krok. V ekondmii nas totiZasto zaujima miera zmeny nejakej premennej, akoikiag pri
inflacii (zmena cenovej hladiny). Pripomeniemepbé&id’ je nutné&asovy rad diferencoval
krat, aby sa z neho stH0) ¢asovy rad, tak hovorime, &asovy rad je integrovang-tého
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radu,éo znaime akol(d). Casovy rad, ktory nema jednotkovy karmdzeme potom ozua’

akol(0). Najastejsie sa stretavame s pripadontas®vy rad jel(1).®

Diferencie prvého stufa (AX = X% — %.1) obvykle posta&uju na ziskani¢(0) casového

radu. M6Zeme sa streth@j s diferenciami druhé stii@ A% = Ax; — Ax.1, ktoré st vlastne

linearne zmeny ziskané z linearnych zmien (po prvgliferenciachy® S vy$sim stugom

diferencii sa uz v ekonometrii ki nestretdvame, K&e jednak pri kazdej diferencii

stracame pozorovania, ale je zrejme podstatnejSie, straca sa ekonomickdprdtacia takto

ziskanychtasovych radov.

Pred samotnym diferencovanim sa odparaajprv hodnoty logaritmova Dévodov

je hnel’ niekd’ko:

M6zu sa tym odstratiimozné ,nelinearnosti“. Najma ekonomické premenwmgkal
obsahové exponencialny trend. Napriklad HDP krajiny, ktoastie kazdy rok priblizne
0 3 %, bude obsahot/a&xponencialny trend. Po logaritmovani tento trexdtranime
a ziskamecasovy rad, ktory rastie linearne. fadom na to, Ze ¥&inou pouzivame
linearne Statistické modely, ide o vhodnu transficim Gdajov. S touto transforméaciou sa
mdZeme stretniivo va:Sine empirickych prac.

Ekonomickécasové rady sw@asto pravostranne zoSikmené,épm tato transformacia
znizi mieru zoSikmeniaio v zavislosti od pouzitych Statistickych metdd mdiomoe
pri odhadoch parametrov modéfu.

V ekondmii m& mnozZstvaiasovych radov heteroskedasticky charakter,sa moze
prejavovd tak, Ze so zmenou Urovne premennej sa meni ajytdzpdnoét. Spravidla sa
rozptyl hodndt zvySuje s rastom absolltnej hodrmosmennej. Za wditych okolnosti,
logaritmick& transformacia tento efekt zmierni (poBox — Cox, 1964). Taktiez

spravidla zmierni vplyv extrémnych hodnot.

35

36

37

Definicia predpoklada, Zd je celécislo. M6zeme sa stretfitaj s tzv.fractional integration kde tento
predpoklad nie je nutny. Kvoli zameraniu tejto pkdtie je blizSia charakteristika zbyta, ¢itate’ vSak
moze danu problematiku néjeapr. v praci Mills (1999).
Diferencie prvého stufa sa obvykle pre zjednoduSenie nazyvaju ,prvé eifeie” a diferencie druhého
stumia ,druhé diferencie”.
Len ako priklad uvedieme Standardrigst, ktorého testovacia Statistika sa (za preldglokplatnosti nulovej
hypotézy) riadi Studentovyrmrozdelenim pravdepodobnosti. Jednym z predpoklgeloZe realizacie maji
pochadzé z normalneho rozdelenia pravdepodobnosti. Je zBakne, Ze ak tomu tak nie je, pri dosta®
velkej vzorke je mozné rozdelenie testovacej Statistikozné aproximowua Studentovymt-rozdelenim.
Okrem vékosti vzorky je vSak délezité aj rozdelenie prawadgbnosti. Cim je toto rozdelenie
symetrickejSie, oto menSia vzorka je potrebnd maaby bolo mozné rozdelenie testovace] Statistiky
aproximov& Studentovymt rozdelenim. Logaritmickd transforméacia pri jednashe zoSikmenych
realizaciach tomu napomaha.
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Dalej vieme, Ze ak platix, << 1, potomin(1 + Ax) =~ Ax (do Ax = 0.1 je chyba menej
ako 5 %, priAx = 0.15 je chyba menej ako 7 %). Uvedenda vlastrsasvyuziva pri
interpretacii regresnych koeficientov. Ak je nezd&i premennd transformovana
pomocou prirodzeného logaritmu, potom regresny ikmgft v jednoduchom linearnom
modeli ziskava interpretaciu elasticity (ak aj a#vipremenna je transformovana).
Zvysenie nezavislej premennej @ité (nizke) percento vyvola vzdy rovnakd zmenu
zavislej premennej.

Pre nas vSak povazujeme zrejme za najdélezitegsledujucu vlastngs Ak zistime, ze
¢asovy rad ma jednotkovy karepotrebujeme uskutait’ jeho diferenciu aby sme dostali
¢asovy rad bez jednotkového ktee TaktieZ ndgasto bude zaujiniastupé integracie
c¢asoveho radu. Z vlastnosti vySSie vyplyva, Zze akstme pracovali s pévodnymi (nie
logaritmovanymi) hodnotami, rovnako k& diferencie nemusia znameénesovnako
vel’ké zmeny. Interpretacie by tak mohlitbgo zn&nej miery skreslené. Ak by sme
namiesto toho vypotali percentualne zmeny, ktoré by sa ukazati bgz jednotkového
korena, nejde uz o diferencie pdovodnéllasového radu, a preto nam takyto postup
nemdoze povedani¢ o stupni integracie povodnéltasového radu. Ak vSak pouzijeme
logaritmické diferencie, pre malé zmeny budu vykledorovnaténé s percentualnymi
zmenami a zarowebudeme schopni ziststupé integracie pévodného logaritmovaného

éasového radu.

Ekonomické premenné zvyknu tasxponencialne;o znamena, ze pre premenxiname

rovnicu rastu definovand ako = (1 + @) X.1 Vdiskrétnom pripade, aleko

X = X1€* v spojitom pripade, kdg; je miera rastu medzi dvoma po sebe nasledujdcimi

obdobiami. Logaritmickymi diferenciami dostavaréX;) — In(X1) = In(1 + @) = o
v diskrétnom pripadela(X;) —In(X.1) = g v spojitom pripadé®

Ked premenné obsahuju zjavny trentb (je v ekondmii bezné), tak je tento trend

neraz nutné zdladnt'. Casové rady obsahujlce trend totiz nemozugbgcionarne, ke ich

stredna hodnota nie je konStantna. V jednoduchomainom regresnom modeli by sme

mohli pritomno$ deterministického trendu ztddnt’ vhodnou Specifikdciou modelu, t. |.

pridanim trendovej zlozky. Odstranenie trendu spediaoduchSie realizuje cez regresny

model s konStantou a s trendokii (Z linearnym alebo vySSim polynomickym siom).

% Kotenda -Cerny (2007).
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Rezidua z takéhoto regresného modelu tak predstaaspvy rad po odstraneni trendu, ktory
uz moéze by stacionarny. Aby sme vedeli, ktori z metéd vybija vhodné najpr¢asové
rady testové pomocou vySSie spominanych testov.

Na ukaZku si vygenerujme jedéasovy rad typu nahodnej prechadZkywieme, Ze
takto vygenerovanycasovy rad stacionarny nebudéo je zrejmé aj z jeho grafickej
vizualizacie. Pod vygenerovanym procesom typu nabpgrechadzky si vSak mbézeme
predstavi nejaky ekonomickyasovy rad (napr. vyvoj cien finamych aktiv na trhu). Z danej
grafickej podoby musime priputtize vé&a ekonomickych premennych moze thpodobny
vyvoj. Ked’Ze vSak pri tychto premennych nepozname data geéwenroces, tak exaktné

testovanie stacionarity je vzdy vhodné.

> par(mfrow = c(2,1))

> w <- rnorm(500,0,1)

> X <- cumsum(w)

> wd <- 0.1*(1:length(w))+x+100
> diff <- diff(log(wd))

> plot(wd, ylab = "hodnoty", xlab = "pozorovania”, main =
"pbvodny  casovy rad”, type ="I",lwd = 2)

> plot(diff, ylab = "hodnoty", xlab = "pozorovania" , main =
"logaritmické diferencie”, type = "I",lwd = 1, col ="red")

Na druhej strane ak sa pozrieme na logaritmickérelifcie, tak tie sa uz javia ako
stacionarne. Aj po otestovani na pritonthgsdnotkového kotiga pomocou ADF testu
mozeme vidié, Ze povodnyasovy rad (nahodna prechadzka) stacionarny navggk jeho
logaritmické diferencie uz za stacionarne mézemepava (nulovld hypotézu o existencii
jednotkového koriga zamietame pp-hodnote 6.411689e-32) .

> library(urca)

> p_ADF_wd <- punitroot(ur.df(wd, type = "trend", | ags =
1)@teststat[1], N = length(wd), trend = "ct", stati stic =
"t"); p_ADF_wd

[1] 0.4270368

> p_ADF_diff <- punitroot(ur.df(diff, type = "trend ", lags =
1)@teststat[1], N = length(diff), trend = "ct", sta tistic =
"t"); p_ADF_diff

[1] 6.411689e-32

% Ku vygenerovanémuasovému radu sme es$te priratali hodnotu T@até’ modze pripditat’ 0.01 +max(x,),

aby sme zabezpdi, Ze hodnoty budu kladné, &e sme ich chceli nasledne logaritmtiva
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Obréazok 23Casovy rad typu random walk a jeho logaritmické mifeie
Zdroj: vystup zo softvéru R

Z realnych ekonomickyckiasovych radov si na ukdZzku zoberieme uzatvaragig ce
akciovych indexov. V praci Baumohl — Lyécsa (2088) pracovalo s dennymi uzatvaracimi
cenami indexov krajin V4 (Mtarsko — BUX, Pitsko — WIG, Ceska republika — PX,
Slovensko — SAX) za obdobie od 1. septembra 1999.&®ptembra 2009. Stacionarita sa
testovala s vyuzitim 4 testov, fom vysledky boli dos jednoznané. Uzatvaracie ceny ani
jedného z indexov nebolo mozné povatbxa stacionarne, avsak ich logaritmické diferencie

(tzv. spojité vynosy) uz ano. Vysledky su zobrazemésledujucej talie.
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Tabu’ka 13: Akciové index krajin V4 — testovanie staeioty

Uzatvaracie Logaritmické Uzatvaracie Logaritmické
ceny diferencie ceny diferencie
ADF test ADF-GLS test
Index c ct c ct c ct c ct
BUX NR NR R R NR NR R R
WIG NR NR R R NR NR R R
PX NR NR R R NR NR R R
SAX NR NR R R NR NR R R
ZA test PP test

Index c ct c ct c ct c ct
BUX NR NR R R NR NR R R
WIG NR NR R R NR NR R R
PX NR NR R R NR NR R R
SAX NR NR R R NR NR R R

Zdroj: Baumohl — Lyécsa (2009)

Pozn.: ,c* ozna‘uje zahrnutie konStanty, ,ct* ozraje zahrnutie konStanty aj trendu. ,R" znamené zstmiltie
nulovej hypotézyasovy rad je nestacionarny) a ,NR“ znamenéa nezamig¢ nulovej hypotézy.

Pre uUplnog eSte uvedieme vysledky z jednoduchého regresnébielon kde ako
vysvefovana premenna vystupuje akciovy index a ako vysyata nejaky iny index. Tu
op& vidno, aké su rozdielne vysledky v pripade vyskfdioSnej regresie. Yavej casti
tabu’ky su do regresnych modelov zahrnuté indexy v @atich cenach, ktoré su
nestacionarne. Mézeme vidjeZze vSetky koeficienty su Statisticky vyznamnéoaflcienty
determinacie su désvysoké. Zaverom takejto analyzy by bolo, Ze ak&imdex krajin V4
su vo vékej miere integrované. Tieto zavery by vSak bothearejme nespravne. V pravej
casti tabliky su do regresnych modelov zahrnuté spojité vyndsyaritmické diferencie)
tychto indexov a tu uz su koeficienty determinatdezn&nej miery nizSie. Taktiez pri indexe
SAX sU vzahy nevyznamn&o vzHadom na nizku efektivntslovenského kapitalového

trhu m6Zeme povazovaa @akavany vysledok.
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Tabu’ka 14: Akciové index krajin V4 — vysledky z regrgein modelov

Vysvef’'ovana premenna v regresnom modeli

Uzatvéracie ceny Logaritmické diferencie
BUX WIG PX SAX BUX WIG PX SAX

BUX | t-test 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.2867

R? - 0.9222 0.9835 0.8286 - 0.3124 0.3411 0.0013

DW 0.0126 0.0643 0.011Y 2.0063 2.0578 2.0584
WIG | t-test| 0.0000 0.0000 0.0000; 0.0000 0.0000 0.7280

R® | 0.9222 - 0.9293 0.6771 0.3124 - 0.3446 0.0001

DW | 0.0131 0.0115 0.0043 2.0026 1.9879 2.0640
PX | ttest| 0.0000 0.0000 0.0000( 0.0000 0.0000 0.7537

R® [ 09835 0.9293 - 0.8293 0.3411 0.3446 - 0.0001

DW | 0.0646 0.0114 0.009% 2.0158 1.9495 2.0646
SAX | t-test| 0.0000 0.0000 0.0000 0.2927 0.7257  0.7577

R° | 0.8286 0.6771 0.8293 - 0.0013 0.0001 0.0001 -

DW | 0.0127 0.0049 0.0102 1.9226 1.932 1.9709

Zdroj: Baumohl — Lyécsa (2009)

Pozn.: t-test oznaje t-Statistiku pri vysvétjacej premennej v regresnom modeli; R2 je koeftaieterminécie
a DW oznéauje Durbin — Watson testovaciu Statistiku. Regresmgdely su kvantifikované pomocou matic
konzistentnych na pritomniosutokorelacie a heteroskedasticity HAC.

5.6 Kauzalita v Grangerovom zmysle

Overova kauzalitu v ekondémii je prakticky nemozné.g#ou sme sa pri analyze
vztahu medzi ekonomickymi premennymi obmedzili lertestovanie korelacie medzi nimi.
Pri ¢casovych radoch je vSak do istej miery mozné skiap&auzalitu, konkrétne vSak ide len
o tzv. kauzalitu v Grangerovom zmysle. V ekononaii mojem kauzalita Veni ¢asto viaze
prave s tzv. Grangerovou kauzalitou. Granger (1@g®likoval prefiadovu Stadiu, v ktorej
bolo jeho ciéom zadefinové& pojem kauzalita tak, aby jeho definiciu mohli zinpéne
pouziva ekonomovia v empirickom vyskume. Pri definovania@yerovej kauzality tak
budeme v nasledujucich odsekoch vychédmgma z prace Granger (1980).

Logika Grangerovho modelu kauzality je priatiawa. V pripade jednoduchého
linedrneho regresného modelu, zaviglgednej premennej od druhej nemusi indikbva
kauzalny vfah v pravom slova zmysle (pri konsStrukcii modeluchvgdzame z apriérnej
informacie). Ak disponujem&asovym radom a vyuZzijeme dynamicky regresny model,
situacia uz méze hyodliSna. UvaZzujme dve udalosti A a B,dmmin ak udalo$ A sa stane
pred udalosou B je mozné, Ze A zaprhuje vyskyt B. V Ziadnom pripade vSak nie naopak.
Inak povedané, udalosti v minulosti m6zu zé&pif udalosti v stasnosti, ale buduce udalosti
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nemozu zaptinova® sltasné. Upozdiujeme, Ze to samozrejme neznamena, Ze utlalos
A zaprtinila udalos B.

V pripade Grangerovho modelu sa zvyktasto uvadzg ze jedna premenna
ovplyviwuje, resp. zaptinuje druhud. PresnejSie je vSak tvrdenie, zéasae a historické
hodnoty jednej premennej nam poskytuju informacie pysvetlenie a predikciu druhej
premennej. Ak vieme vysvetlipremennux; lepSie pomocou jej minulych hodn6t, ako
svyuzitim aj minulych hodndét premennejy, hovorime, Ze Yy, neovplywiuje X
v Grangerovom zmysle kauzality. Nadefinujme sitipbjmy presnejSie.

UvaZujme o situécii, kde premenné, ktoré su predmatasho zaujmu su merané k
ur¢itemu okamihut, t = 1, 2, ...,T. Mnozinu vSetkych mozZnych premennych, ktorych
realizacie (stasné aj minulé) su znametasen, si ozngme akoQ,. MnozinuQ, budeme
ozna&ova’ ako tzv. infformand mnozinu, ptiom ta zahia vSetky informéacie ¥aset <n. To
znamena, Ze nezdta Ziadne informacie z budulcnosti, avSak ako Gran(Ed80)
poznamenava, mbze Z#aht' otakavania ohadom bududcnosti. VSetky tiet@dakavania vSak
budd determinované mnoZzinoQ,. Ak ztejto mnozZiny vyldime premennuY,€ Q,,
dostaneme mnozinu, Vv ktorej sa nenachadzaju infemaprostredkované vyloe
premennow,. TUto mnozinu si ozrégme akoQ, — Y,. Dalej uvazujme o dvoch axiomach: (i)
minulog’ a pritomnos mdéze ovplyvni budicnos, pricom budidcnos neméze ovplyvni
minulog’, (ii) mnoZinaQ, nezaliiia Ziadne nadbytmé premenn&’ MnoZinaQ, zatta vasi
pocet premennych arovnako &, mbze predstavovavektor premennych. VSetky tieto
premenné povazujeme za nahodné premenné.

Ak nas zaujimag¢i premennaY ovplyviiuje premennd, potom nas zaujima&j nam
v dasen pomaha premenn¥, zlepst odhad premennek...*' KedZe aj X..1 budeme
povazovd za hahodnu premennd, zaujima ragremennay, ovplyviiuje pravdepodobnds
Zze nadhodna premenn&.; nadobudne «itd hodnotu z mnoziny javo¥A. Hovorime, zeY,
ovplyviuje Xn+1, ak:

P(X,.0AQ, )= P(X,..0AQ, -Y,) (5.121)

40 Potreba tejto axiomy je zrejma napriklad v siiy&de medzi dvoma premennymi patriacimi do infetme;
mnoziny Q, existuje deterministicky ¥ah. Ak budeme chcfez informanej mnozinyQ, vylic¢it' jednu
z tychto dvoch premennych, to eSte nebude znatnemeanova inforména mnozina nebude obsahéva
informacie o vyldenej premennej. Uvedené je mozné zovSeobegmia viac ako dve premenné.

“1 Nemusi i§ nutne o odhad ¥asen+1. MoZné su aj odhadytp, p = 1,2,... . Budeméalej predpokladan+1.
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Toto je vSeobecna definicia Grangerovej kauzatitytorej vyplyva, Zze premennég
by mala obsahovaurcita informaciu, ktora ovplyvniP(X..1€ A). Grangerdalej zaviedol
tretiu axiomu: (iii) smer vSetkych kauzalnychtahov ostava nemenny. Tato axioma prijais
zmenu sily kauzality, ako aj zmenu oneskorenigkasiadochadza k ovplywovaniu medzi
premennymi. Na druhej strane neurag, aby doslo k zaniku kauzality, pripadne k zmene
smeru kauzality.

Definujme si informané mnozinyJ, aJy, kde prva zama rézne premenné vratane
Xn, avSak nieY,, a druha zaftta navySe praveY,. Ozn&me si podmienenu distribnu
funkciu premennejX,+; ako F(Xq+1[dn), pricom uvedené rozdelenie ma strednu hodnotu
E[Xn+1Mn]. Potom hovorime, Ze vEadom na informé&d mnozinul,’, Y, neovplyviuje X1,
ak:

F(X a3, )= F(X,0]9,) (5.122
Vzhradom na informénd mnozinuly, Y, zrejme ovplyviuje X .1, ak:
F(X 19, )% F(X 19, (5.123

Granger (1980) pri wahu(5.123)schvalne zvolil pomerne diplomatické tvrdeni¥;,,,
zrejme ovplywuje X", ked’Ze sa tyka iba ditej mnoziny informacii, ktoré mame v danom
okamihun k dispozicii (nie vSetky mozné informacie).

Granger (1980) pripdia, Ze s uvedenymi definiciami méze vzniRnaiekd’ko
problémov. Napriklad hr prvd axioma nepripiid tzv. okamziti kauzalitu v strednych
hodnotach med2X+; aY+1. Ide 0 nasledujlcu situéciu:

E(X,3,. Yo )2 E(X,.13,) (5.124

n+1l n+l

V empirickom vyskume sa méZzeme s okamZzitou kawmalgtretnéi pomernecasto.
Interpretacia je vSakasto do znénej miery komplikovana. Bez dodétoch deduktivnych
dovodov casto nevieme rozhodtiiktora premenna vlastne ovphpje ktord. Stale méze
platit, Ze reaguju rovnako na spoiy faktor.

Predosla definicia hovori o kauzalite v strednyoldrotach. Je mozné nadefiné\a
kauzalitu pre ostatné charakteristiky. Mierne odli® pripadom je nasledovna definicia.
Pritomnog kauzality sa méze posudzav@omocou tohogi premenna pomahala zniZi
odchylky predikovanych hodnét od skémgch. Tymto postupom zodpoveda nasledujuca
definicia Grangerovej kauzality. VEdom na informénd mnozinul,, Y zrejme ovplyviuje
X, ak:
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a*(x]3,)<*(x]3,) (5.129
kde 6°(X|J,) je rozptyl predikovanych hodnéX,.: (predikcia na jedno budtce
pozorovanie).
S definiciami, ktoré su podobné tym, ktoré boli zetované vysSie, sa mbézeme
stretn@ aj v inych publikaciach. Napriklad Green (2003382) uvadza nasledovnu roviios

podmienenych funkcii hustot:
FOXX oY) = £ (XX ) (5.126
kde X, Yt su matice premennych, pom vyraz(5.126)hovori, Ze oneskorené hodnoty

premennejX; aYy, t. j. Xt.1a Y1 nepomahaju vysvetlihodnotyX; lepSie ako len oneskorené

hodnotyX; ;. Pripadne Hansen (2012, s. 278) uvadza:

EMILH): EMI z,t—l) (5.127
kdely = (Y;, Yi—1, Yioon) @l = (Yo 4, Yiey, Zi— 1, Yi—2 Zi— 2,....) SU dve inform&é
mnoziny. PrvU tvoria len $@sné a oneskorené hodnoty premermef druhd je tvorena
sttasnymi a oneskorenymi hodnotami premenviepZ;. Vyraz (5.127) tak hovori, zez
neovplyviuje v Grangerovom zmysle strednd hodnotu premennej

Medzi dvomacasovymi radmi mézZe existovapolu osem réznych stavov. Ak vSak
vyla¢ime tzv. okamzit kauzalitu, ostand nam Styri pdipaMajme dvacasové radyX;, Y;

a pripadne vektod’alSich ¢asovych radovz;, t = 1,2,..., potom budeme vzajomnétaiay
medzi premennymX; aY; zapisové nasledujucimi vSeobecnymi zapismi:

e vzhadom na informént mnozinw(Z,X,Y) saX aY neovplywuja; X<#£>Y

» vzhfadom na inforména mnozinuw(Z,X,Y) X ovplyviiuje Y; X=>Y

» vzhfadom na informénd mnozinuw(Z,X,Y) Y ovplywviiuje X; Y=>X

» vzhfadom na inforména mnozinuw(Z,X,Y) X ovplyviiuje Y aY ovplyviuje X; X<=>Y

Vzhradom na to, Ze pri overovani hypotéziaato pracuje s hypotézou o neexistencii
vztahu, budeme pouzZivanasledujuce zrania: X£>Y, Y#A>X. Tieto tak budd znametia
hypotézu, Ze premennéneovplywiuje v Grangerovom zmysle premenyia naopak.

Existuje pomerne mnoho metdd, ako ovetoyaitomnos Grangerovej kauzality.
Uké&zeme si z&kladny parametricky model. V tomtstpge sa vychadza z toho, Ze dynamika
vztahov medzi premennymi v Grangerovom modeli je zad®na ¢asovymi posunmi
zavislej aj nezavislej premennej. Model bol navtiinGrangerom (1969) a vychadza z
autoregresného modelu s rozloZzenym oneskoreninl. (AotpRegressive Distributed Lag

ARDL radu 6,q9)), ktory dostaneme, ak k modelu s rozloZzenym oowskm, ktory okrem
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premennejx, obsahuje aj jey oneskorenych hodndt (tedg_), pridameq oneskorenych

hodnot vysvdtovane] premenney;;
q r
Yi :ao"'zai Yi-i +2181Xt—j U, (5.128)
i=1 j=0

Vi =0yt QY TALY . ALY, + B+ BXa t BoXp to B X T, (5.129)
kdey; je vysvetovana premennay je vysvetujdca premennag,, a;, B; pre ( =

1,2,..q aj = 0,1,2,..r,) su regresné koeficientyy je nahodna chyba @ r maximalne
posunutia (lagy). Indexly j ozn&uju dané posunutie.

Grangerov model predstavuje odklon od ARDp,qf vtom, Ze vysvéujeme
premenndy ako linearnu funkciu jej a) minulych hodn6ét a bpholych hodn6t vektora
premennejx. Takto zostaveny model predstavuje teoreticky athkpre testovanie tzv.

Grangerovej kauzality. Grangerov model ma tvar:
Yi :a0+zai Vi +Z:Bixt—i U, (5.130)
i=1 i=1

Oproti vz'ahu(5.128)a (5.129)ndm v Grangerovom modeli chybi@n vysvetujlcej
premennejik s hodnotou ¥aset. Prirodzene musi platim+1<t,mON vzh'adom na péet
oneskoreni, avSak tiez musi pfaBm+1<tpod’a predpokladu P4. VSimnime si, Ze takto
postaveny model vlastne fige, ¢i okrem premenney nam minulé hodnoty premennej
pomahaju predikovavyvoj v hodnotachy. Pri overovani jednosmernéhotahu potom

testujeme dve pomocné regresie:
Vi =0ty te A Oyt BiX et BXem T (5.131)

X = Vot VX Tt VYm0 Yea oo OnYem U (5.132)

KedZe menime fundy tvar, dostavame rozdielne odhady parametrovhadré@

chyby. Ztohto dbévodu je ztenie rozdielne. Nulova hypotéza v prvom pripadezgx

neovplywiuje v Grangerovom zmysle, teda neplatix => y. V druhej rovnici potom

analogicky testujeme hypotézu, ze neplati kauzalite- x . Ak nevieme zamietrtunulové
hypotézy na stanovenej hladine vyznamnosti v obomniciach, potom suU premenné

v zmysle Grangerovej kauzality nezavi&lé.

42 Bliz8ie k danej problematike napr. Mills (199Blgtrak (2007).
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Na overenie hypotéz vo vysSie uvedenom modeli jersiel zdruzenu nulovu hypotézu

oproti alternativnej hypotéze na zaklade Wald&sjatistiky:
He B=B,=...= 3, =0
He O00{12..m: 8 #0

Aplikacia Grangerovho modelu v softvéri R je moZmgécerymi sposobmi. M6zeme
odhadnii autoregresné modely s rozlozenym oneskorenim (ARDLktorych raz budu
vystupova@ oneskorené hodnoty vysVejlicej premennej araz nie. Vtakom pripade
skimame,¢i hodnoty jednej premennej prispievaju k predikdiuhej premennej, @éom
mobzeme rozhodntna zaklade modelu ANOVA.

Druhy spésob je zrejme jednoduchSidie v softvéri R sa nachadzaju ré6zne funkcie
na vypa@et Grangerovho modelu, méZzeme poZadované dtypealizova cez jednu z nich.
Napriklad v knizniciMSBVARsa nachadza funkcigranger.test() , pomocou ktorej
vieme vypgitat’ Grangerovu kauzalitu medzi vSetkymi premennynaré&imame v databaze.

Na ukaZku pouzijeme U(daje o HDP a akciovych indbxackrajin V4 (Ceska
republika, Ma’arsko, Pisko a Slovensko). K dispozicii mame kvartalne UaajeQ1:1996
do Q4:2009. Tieto Udaje su uz po transformaciiauatitmické diferencie kvoli stacionarite
premennych.

Pod’a teorie, by akciové trhy mali predbi¢heealny vystup z ekonomiky 0 3 az 6
mesiacov. Uvedenu skwimog’ nie je tazké dokazh na zaklade dynamickych regresnych
modelovéasovych radov (kauzalita v Grangerovom zmysle). dd@wvn je zaujem o akciové
trhy zo strany investorov, ktori sa pokuSaju prddvirast HDP. Tym sa spatne ovpiyje aj
rast realneho produktu, pretoZe spolu s rastorroaitch trhov rastie aj bohatstvo akcionarov
(zvySuje sa agregatny dopyt). Najma rychlo rasHlibiP indikuje expandujucu ekonomiku
s rozsiahlymi mozna'ami pre podniky a rastu ich vynosov.

Ked’ze funkciagranger.test() a4

vypccita vSetky mozné varianty, vyberieme len
tie, ktoré sa tykaju wahov medzi HDP a akciovymi indexmi danej krajinyre P
zjednoduSenie uvedieme tiez len prvé oneskoreniarguif@ent vo funkcii
granger.test() nastavime nap = 1 ), t. j. bude skuamg ¢i HDP krajiny

z predchadzajuceho kvartalu vyduge vyvoj akciovych indexov, resp. budeme ovetova

43 Vyuzity mdZe by aj Standardny-test, v tomto koncepte sa v3ak zvykistejSie pouzivaWald. Waldova
Statistika je asymptoticky ekvivalentn&kestu (Davidson — MacKinnon, 2003).

4 NaSe zn&enie pre vyraz ,neovplywije v Grangerovom zmysle kauzality* symboloms “ je ekvivalentné
symbolu “> *“ vo funkcii granger.test()
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hypotézu (v zmysle uvedeného vyroku, Ze akciovg priedbiehaju HDP o 3 az 6 mesiacov),
¢i akciové indexy v krajinach V4 predbiehaju ich HDReden kvartél, teda o 3 mesiace. Ak
by sme nastavili argumept= 2 , bolo by mozné vyjadfisa aj k predbiehaniu akciovych

indexov 0 6 mesiacov (tuto mozmwasechame naitatela).

> data <- read.csv(file = "...cesta
k suboru..\\granger_gdp.csv", sep =";", dec ="." , header =
T

> library(MSBVAR)
> granger.test(data, p = 1)

F-statistic p-value
px ->hdp_cz 1.935497e+01 5.544050e-05
hdp_cz -> px 2.773891e-04 9.867768e-01
bux ->hdp_hu 8.705816e+00 4.781141e-03
hdp_hu -> bux 1.361087e-01 7.137078e-01
wig ->hdp_pl 4.291958e+00 4.336889e-02
hdp_pl -> wig 5.725715e-01 4.527204e-01
sax ->hdp sk 4.671527e+00 3.538461e-02
hdp_sk -> sax 5.180993e-02 8.208533e-01

V pripadeceského indexu PX mézeme na hladine vyznamnostiza®etnd’ nulova
hypotézu (prip-hodnote 0.0000554), Ze tento index neovplye HDP vCeskej republike
v Grangerovom zmysle kauzality. Qqog smer Grangerovej kauzality sa nepreukazalzke
nulovi hypotézu ,HDP Ceskej republike neovplymje index PX* nevieme zamiettiup-
hodnota 0.9867768). Obdobné vysledky dostavame agfatnych krajinach V4.

Z uvedenych vysledkov teda vyplyva, Ze vSetky ake&iondexy v krajinach V4
predbiehaju HDP v danej krajine o 3 mesiace, avdaklen o jednosmernu zavistosAni
v jednom pripade sa nepotvrdilo, Ze HDP skumanyafirkovplyviuju ich akcioveé indexy.
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6 Priklady

Tato kapitola obsahuje vybrané priklady, ktoré techg suvisia s problematikou,
ktorej sme sa venovali v predchadzajucich kapitola¢&Sinou predstavuju rozsiahlejSie
analyzy, ktorych cibom je demonstrovaodhad konkrétnych modelov, ako aj testovanie
predpokladov modelov v realnych podmienkach. Z didvach v&Sieho rozsahu sme ich
nezardovali priamo do textu, ale venovali sme im samaostairiestor. Kd’ze predstavuju
spravidla komplexné rieSenie, vyuzivajasto poznatky hnk z niekdkych kapitol. Pred
snahou o reprodukciu ich rieSeni preto odpanie oboznanii sa najprv s relevantnymi

teoretickymi vysledkami prezentovanymi hlavne vikalpch 3 az 5.

6.1 Linearne modely a ich diagnostika

Priklad 6.1
V makroekonémii je wah medzi inflaciou a nezamestnatms znamy ako
Phillipsova krivka (aj k& v pévodnej verzii Phillips skimal nezamestnanasnieru zmeny
nominalnych miezd). Na zaklade prace Samuelson lewS¢1960) sa v zakladnej teorii
predpokladd, Zze medzi nezamestnéoosa inflaciou je nepriamo Uumernytiah. V databaze
unemployment  (kniZznica Imtest ) mame Kkdispozicii mé UGdaje z USA
0 nezamestnanosti (premend® a inflacii (premenng) za obdobie 1890 — 1979. Overte,

plati nepriamo Umerny ¥ah medzi tymito dvoma premennymi.

Priklad 6.1 — RieSenie

V tomto priklade mame ovérplatnos Phillipsovej krivky, teda ideme skumaztah
medzi inflaciou a nezamestnaros (Udaje z databazyunemployment , z kniznice
Imtest ). KedZe pracujeme &sovymi radmi, je nutné ich pred samotnou analyzou
otestovd na stacionaritu. Vysledky v pripade tychto dvoctenpennych neboli Uplne
jednozné&né. Budeme preto skumgednak pbvodné&asové rady, ale taktiez nas bude
zaujima vztah medzi zmenou rastu cenovej hladiny a zmenounmestaanosti. Tietdasové
rady uz zrejme za stacionarne mézeme povazbleasie pozri Priklad 6.14).

Vzhradom k tomu, Ze skimamet@h medzi dvoma premennymi, mézeme poHuzi

korelanu alebo regresna analyzu. Pristipme najprv kul&émej analyze, ptiom okrem

290



Pearsonovho koraelaého koeficientu vyp@itame aj Spearmanov, ktory je vhodny na

zachytenie inej ako linearnej zavislosti (avSakrtemotonnej).

> UN <- unemployment[2:90,1]; p <- diff(lunemploymen t[,3]);
> cor.test(UN, p, method = "pearson", alternative = "two.sided",
exact = FALSE)

Pearson's product-moment correlation

data: UN and p
t=-2.8701, df = 87, p-value = 0.005151
alternative hypothesis: true correlation is not equ alto0
95 percent confidence interval:
-0.47336246 -0.09144211
sample estimates:
cor
-0.2940982

> cor.test(UN, p, method = "spearman”, alternative =
"two.sided", exact = FALSE)

Spearman's rank correlation rho

data: UN and p
S =151827.5, p-value = 0.005432
alternative hypothesis: true rho is not equal to 0
sample estimates:
rho
-0.2923691

Oba vypaitané korel&né koeficienty poukazuju na slabsi nepriamyabz V pripade
oboch koeficientov sme pomocou Standardného tegtodnotili koeficienty za Statisticky
vyznamné na hladine vyznamnosti 1 %. Na tomto migstpotrebné si uvedothize ak
v oboch¢asovych radoch je pritomna autokorelacia a hetedzsiticita, moze s@ahko sté,

Ze nas Standardrtytest porovnavania zhody koreteého koeficientu s konStantou (s nulou)
mbze ponukézavadzajuce vysledky. V ramci regresnej analyzySsk s tymito problémami

vieme lepSie vysporiada

> model = Im(p ~ UN); summary(model)

Call:
Im(formula = p ~ UN)

Residuals:
Min 1Q Median 30 Max
-0.084697 -0.016725 -0.007764 0.007188 0.109131

Coefficients:
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Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.0297807 0.0055983 5.32 7.98e-07 *kk
UN -0.0020558 0.0007163 -2.87 0.00515 **
Signif. codes: 0 “**** 0.001 **' 0.01 *" 0.05 *. 0171
Residual standard error: 0.02926 on 87 degrees of f reedom
Multiple R-squared: 0.08649, Adjusted R-squared: 0.07599
F-statistic: 8.237 on 1 and 87 DF, p-value: 0.0051 51

Regresny koeficient pri nezamestnanosti je samuozrapktieZz zaporny. Hodnotenie
vyznamnosti vSak nateraz odlozime. Najprv skonfeohe dva Kicové predpoklady modelu.
Pripomenieme, Ze eSte okrem tychto dvoch predpoklgéketeroskedasticita a autokorelacia
rezidui), stale plati Ze ak su obe premenné nestacie (procesy s jednotkovym kioen),

tak potom stale eSte riskujeme aj vyskyt faloSagjesie.

> dwtest(model, alternative = "two.sided")
Durbin-Watson test

data: model
DW = 0.5115, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true autocorrelation is not 0

> bptest(model)
studentized Breusch-Pagan test

data: model
BP =0.0092, df = 1, p-value = 0.9235

Na zaklade vysledkov z Durbin — Watson testu moézkomstatovd, Ze autokorelacia
v modeli je pritomna. Pomocou Breusch — Paganodstutsme v3ak nulovl hypotézu
o homoskedasticite rezidui zamietnoevedeli. Pri odhade Standardnej chyby regresnych
koeficientov pouzijeme varigno-kovariagkni maticu konzistentnu aj v pripade vyskytu
heteroskedasticity a autokorelacie (HAC). Pri teg@ipalyze je stale regresny koeficient

vyznamny na hladine mensej ako 1 %.

> coeftest(model, vcov = vcovHAC(model))

t test of coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t )]
(Intercept) 0.02978074 0.00784786 3.7948 0.00027 26 **
UN -0.00205582 0.00042692 -4.8154 6.149e- 06 ***
Signif. codes: 0 “*** 0.001 **' 0.01 *" 0.05 *. 0171
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Tieto vysledky hovoria stale v prospech existerstaisticky vyznamného zaporného
vztahu medzi nezamestnatios a inflaciou. Ak sme pozorovali &iu mieru
nezamestnanosti, tak zardvesme pozorovali aj mensSiu mieru inflacie. Koefigien
determinacie vSak bol relativne nizky a preto zeejexistuju aj iné, mozno dblezitejSie
faktory, ktoré determinuju zmenu cenovej hladinyagn zmena mnoZstva iEzi
v ekonomike).

Pristpime teraz aj ku kvantifikacii regresného elad na zmenach inflacie
a nezamestnanosti. Takto Specifikovany model naworico kratkodobom wahu medzi
premennymi. Kvantifikujemeg¢i so zmenou jednej premennej doSlo k zmenam druhej

premennej.

> dUN = diff(UN)
> dp = diff(p)

> model_2 = Im(dp ~ dUN); summary(model_2)

Call:
Im(formula = dp ~ dUN)

Residuals:
Min 1Q Median 30 Max
-0.120027 -0.008874 0.000591 0.008628 0.055498

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.0014785 0.0022219 0.665 0.50755

dUN -0.0029660 0.0008097 -3.663 0.00043 ok
Signif. codes: 0 “**** 0.001 **' 0.01 ** 0.05 *. 0171
Residual standard error: 0.02084 on 86 degrees of f reedom
Multiple R-squared: 0.135, Adjusted R-squared: O. 1249
F-statistic: 13.42 on 1 and 86 DF, p-value: 0.0004 297

Vysledky regresného modelu kvantifikovaného nardifeiach st do zkdaej miery

podobnégo do vyznamnosti regresného koeficientu, tak afikmsatu determinécie.

> dwtest(model_2, alternative = "two.sided")
Durbin-Watson test

data: model_2
DW = 2.3375, p-value = 0.1157
alternative hypothesis: true autocorrelation is not 0

> bptest(model_2)
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studentized Breusch-Pagan test

data: model_2
BP =5.2007, df = 1, p-value = 0.02258

Autokorelaciu sme v tomto pripade nenasli, avSghotdzu o homoskedasticite sme
pouzitim Breusch — Paganovho testu zamietli. Za@@ivodu sme sa rozhodli potiidhad

Standardnych chyb regresnych koeficientov pomocAC lmatic.

> coeftest(model_2, vcov = vcovHAC(model_2))
t test of coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 0.0014785 0.0015084 0.9802 0.32973
dUN -0.0029660 0.0016433 -1.8050 0.07458

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 ** 0.05 ". 0171

MézZzeme vidi€, Ze koeficient pri nezamestnanosti je stale zdpomwsak pri
diferenciach je vyznamny len na hladine vyznamnasti 0.10. Zo vSetkych uvedenych
vysledkov by sme mohli prifatvrdenie, Ze existuje zapornytiah medzi nezamestnarios
a inflaciou, avsak tato zaviskosie je vémi silna. Tuto skuttnos” mézeme vidié aj pri

grafickej vizualizacii vzajomného vahu tychto dvoch premennyth

> library(car)

> par(mfrow = c(2, 1))

> par(cex = 0.6)

> par(mar = ¢(3.4, 3.2, 3.2, 2.1), oma = ¢(2, 4.0, 0.5, 0.5))

> par(tcl = -0.25)

> par(mgp = c(2, 0.6, 0))

> plot(p ~ UN, main = "nominalne hodnoty", col =" lack", xlab =
"nezamestnanos t", ylab = "inflacia", pch = 19, cex.lab = 1.4,
cex.axis = 1.2)

> abline(model, col = "red", lwd = 2)

> plot(dp ~ dUN, main = "diferencie", col = "black" , Xlab =
"zmena nezamestnanosti”, ylab = "zmena inflacie", p ch =19,
cex.lab = 1.4, cex.axis = 1.2)

> abline(model_2, col = "red", lwd = 2)

4 Citatel si moze vyskudaodhadné nelinearny model (nelinearny v premennych, ni@sametroch):
P = fo + S1IUN + BUN? + . Koeficient determinacie bude sice vy$$i, avSakjesen z regresnych
koeficientov (okrem konsStanty) nie je Statistickizmamny ani na hladine 10 %.
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Obrazok 24: Véah medzi nezamestnarios a inflaciou
Zdroj: vystup zo softvéru R
Priklad 6.2
V tomto priklade budeme pracava databazoénscombe (kniZznicacar ), z ktorej
nas budd zaujimaldaje o vydavkoch na vzdelavanie na jednu oseludation ) a prijem
na jednu osobur{come ). Udaje su z roku 1970 za 51 $tatov z USA. Zistitenedzi tymito
dvoma premennymi existuje linearna zavisloa overte predpoklad homoskedasticity

a normality rezidui.

Priklad 6.2 — RieSenie

Z udajov dostupnych v databaaescombe (kniZnicacar ) mame zisti, ¢i existuje
linearna zavislas medzi prijmom (premennancome ) avydavkami na vzdelavanie
(premenn&ducation ). Pozrime sa najprv na graficku vizualizaciu id@jmného veahu

vo formex-y grafu.
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> library(car)
> attach(Anscombe)

> scatterplot(education ~ income, smooth = F, col = "black",
xlab =" prijem na 1 osobu", ylab = " vydavky na vz delavanie",
lwd =2, Ity =1, pch = 19, cex.lab = 1.4, cex.axis =1.2)
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Obrazok 25: Vah medzi vydavkami na vzdelavanie a prijmom
Zdroj: vystup zo softvéru R

Z uvedeného obrdzku moéZzeme vitlieze medzi tymito dvoma skamanymi
premennymi je daszjavna priama linearna zavistosOtazkou ostava, aka silna je tato

zavislog a za tymto delom kvantifikujeme jednoduchy regresny model.

> model = Im(income ~ education); summary(model)

Call:
Im(formula = income ~ education)

Residuals:
Min  1Q Median 3Q Max
-821.25-341.15 8.47 196.23 1057.37

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1645.383 258.539 6.364 6.41e-08 **
education  8.048 1.282 6.276 8.76e-08 **

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 *" 0.05 ". 0171

Residual standard error: 421.2 on 49 degrees of fre edom
Multiple R-squared: 0.4457,  Adjusted R-squared: 0.4 343
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| F-statistic: 39.39 on 1 and 49 DF, p-value: 8.762¢ -08 08 |

Tymto modelom sme vysvetlili 43.43 % variability pfaveny koeficient
determinacie). Ak sa teda v jednotlivych Statocls.UzvysSili vydavky na vzdelavanie (na
osobu) o jeden doléar, bol pozorovany naraghébo prijmu obyvafistva o nigo vysSe 8
dolarov. KelZze vtomto priklade pracujeme s prierezovymi Udajjei nutné oveti
predpoklad o homoskedasticite rezidui. Na test@ventito predpokladu vyuzijeme Breusch —

Paganov test.

> library(Imtest)
> bptest(model)

studentized Breusch-Pagan test

data: model
BP = 0.4507, df = 1, p-value = 0.502

Na hladine vyznamnosti = 0.05, nulovl hypotézu o konStantnom rozptyledceiz
nevieme zamietrtu Vzhl'adom na to, Ze sme nemali k dispozicifk§jepacet pozorovani, je
vhodné oveti aj predpoklad normality.

Na testovanie normality vyuzZijeme vtomto priklatte testy, a to Anderson —
Darlingov (funkcia ad.test() z kniznice nortest ), Shapiro — Wilkov (funkcia
shapiro.test() z kniznicestats ) a Jarque — Berov (funkcrgb.test() z kniznice
lawstat ). Pri Jarque — Berovom test budeme vychédzampirickych (simulovanych)
kritickych hodnét a pouzijeme obe jeho verzie,.tklpsicki pption = c("JB") ) g
modifikovanu fption = ¢("RJIB") ).

> ad.test(resids)
Anderson-Darling normality test

data: resids
A =0.5873, p-value = 0.1193

> shapiro.test(resids)
Shapiro-Wilk normality test

data: resids
W = 0.9685, p-value = 0.1911

> rjb.test(resids, option = c("JB"), crit.values =
c("empirical™), N = 1000)
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Jarque Bera Test

data: resids
X-squared = 1.9845, df = 2, p-value = 0.2091

> rjb.test(resids, option = c("RJB"), crit.values =
c("empirical"), N = 1000)

Robust Jarque Bera Test

data: resids
X-squared = 1.7968, df = 2, p-value = 0.2657

Pri vSetkych tychto testoch sa overuje nulova h§pato normalite. Tato hypotézu
sme nevedeli zamietfiyri kazdom z tychto testov.
Priklad 6.3
Zo stranky pages.stern.nyu.edu/~adamodar/ sme vytvorili databazu
Eurocompfirm , ktor4 obsahuje len tie Udaje za podniky, ktoré kompletné (Ziadne
z pozadovanych udajov neboli chybajuce). Datab&zalwuje Udaje len za eurépske podniky,
pricom ide o nasledujlce premenné:

» Ticker - ide identifik&nu skratku podniku, pod ktorou sa obchoduje nadiurz

e Sub.Group - tato premenna rozilge obsiahnuté podniky na tri arovne: UK, EU a
Eastern Europe & Russia.

« Beta - je Standardny ukazovéte modelu CAPM (z angl. Capital Asset Pricing
Model), ktory charakterizuje volatilitu akcii dare@hpodniku. V tomto priklade ho
budeme vyuZzivdako aproximaciu rizikovosti akcii.

* PB- je pomerovy ukazovdtdrhovej hodnoty podniku. Dava do pomeru trhoviucen
akcie a dtovnu hodnotu akcie.

« Payout - je vyplatny pomer, ktory sa ¢ite ako pomer dividendy na akciu a zisku
pripadajuceho na jednu akciu. Hovori teda o tony, @imer sa vyplaca akcionarom
v podobe dividend z vytvoreného zisku.

» Growth - je historicka miera rastu trzieb za poslednéoky.

*  ROE- je rentabilita vlastného kapitalu.

Kvantifikujte nasledujuci oaevaci model:

PB = fy + p1Payout + p.Growth + p3Beta + f4ROE + ¢ (kdei =1, 2, ...nan je
pocet podnikov/pozorovani), pomocou ktorého je mozm&tunespravne ocenené tituly.
Vychadzame pritom zjednoduchej myslienky, Ze akoBchadzajuce sa na regresnej
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nadrovine su spravne ocenené (vnutorna hodnotdneva cena), akcie nachadzajuce sa nad
nou su nadhodnotené (vnutorna hodnota < trhova aeaéifie nachadzajuce sa poal su
podhodnotené (vnGtorn& hodnota > trhova c8niodel kvantifikujte na celej vzorke, ako aj

na podvzorkach rozdelenych gadoremennegub.Group .

Priklad 6.3 — RieSenie

V tomto priklade je naSou ulohou zostayednoduchy oagvaci model na vzorke
eurépskych podnikovHurocompfirm ), na zaklade ktorého by sme mali ve'digstit’, ktoré
akcie su podhodnotené alebo nadhodnotené. V modelvetujeme ukazovate P/B
prostrednictvomfalSich Styroch fundamentalnych ukazovate Najskoér odhadneme model

na celej vzorke.

> data = read.csv(file = "...cesta

k stboru...\\Eurocompfirm.csv", sep =";", dec =". " header =
> a-'::[)ach(data)
> model = Im(PB ~ Payout + Growth + Beta + ROE); su ;r-]-r;;r-;/-(;odel)
Call:

Im(formula = PB ~ Payout + Growth + Beta + ROE)

Residuals:
Min  1Q Median 3Q Max
-14.740 -0.988 -0.575 0.292 51.047

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1.852197 0.094161 19.670 < 2e-16* **
Payout 0.002964 0.019377 0.153 0.87844
Growth 0.061270 0.082324 0.744 0.45679

Beta -0.199664 0.071604 -2.788 0.00534 * *

ROE 0.462695 0.049895 9.273 < 2e-16* **
Signif. codes: 0 “**** 0.001 **' 0.01 *" 0.05 *. 0171
Residual standard error: 2.499 on 2547 degrees of f reedom
Multiple R-squared: 0.03587, Adjusted R-squared: 0.03436
F-statistic: 23.69 on 4 and 2547 DF, p-value: < 2. 2e-16

Dva ukazovatele su Statisticky vyznamné, ato prakpazovaté rizika (Beta)
a rentabilita vlastného kapitalu (ROE). Koeficignitriziku je zaporny, Zoho vyplyva, Ze ak

sa zvysi riziko, tak ukazovdid’/B sa znizi. VZah medzi tym, kiko platime za jednotku

46 Blizsie k problematike vyuZitia regresnych modetwi oceiovani akcii pozri Bauméhl et al. 2011.
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vlastného kapitalu (P/B) a rentabilitou vlastnéhapikalu (ROE) je prirodzene s kladnym
znamienkom. Model ako celok je sice Statistickynamny, ale tymto modelom sme popisali
len vemi nizke percento celkovej variability.

KedZe v modeli vystupuje viac vysvejucich premennych, vtomto priklade uz ma
zmysel oveti aj vyskyt multikolinearity (na rozdiel od predclzaglicich prikladov). V prvom
rade je vzdy vhodné pred samotnou kvantifikhcioudeho zostawi korela&ni maticu
a pozri¢ sa na vzgjomny ¥ah medzi jednotlivymi vysvétjucimi premennymi. Za tymto
ucelom moézeme napriklad vydZzfunkciu rcor.test() z kniZniceltm . Tuto funkciu je
mozné pou#i priamo na skupinu datovych vektorov (objekt ziskacez funkciu
data.frame() ), takZze najprv si z databazy oddelime tie prememeéych korelacie

chceme skunta Len pre Uplnaszahrnieme aj vysvBbvanu premennu P/B.

> dataFrame = data.frame(PB, Payout, Growth, Beta, ROE)
> library(ltm)
> rcor.test(dataFrame, method = "pearson")

PB Payout Growth Beta ROE
PB  ****_0,002 0.016 -0.056 0.181
Payout 0.934 ****+*.0,018 0.008 -0.022
Growth 0.425 0.356 *****-0.029 -0.001
Beta 0.005 0.693 0.143 *****.0.007
ROE <0.001 0.272 0.956 0.739 #*****

upper diagonal part contains correlation coefficien t estimates
lower diagonal part contains corresponding p-values

Vystupom z tejto funkcie je matica, ktora nad hiawrdiagonalou obsahuje korete
koeficienty (zvolili sme Pearsonov koréty koeficient) a pod hlavnou diagonalou pt
hodnoty k prislichajucim obojstrannytatestom. Z uvedenej matice mézeme udige
korelacie nie su vysoké (okrem iného ani Statigticiiznamné), a teda multikolinearita by
v nasom regresnom modeli nemala predstaoyaobléni’. Na overenie vyskytu
multikolinearity mézeme vypdtat’ inflacny faktor rozptylu (v angl. VIF, Variance Inflation

Factor) napriklad prostrednictvom funkei&)  z knizniceHH

> library(HH)
> vif(model)
Payout Growth Beta ROE

47 Aj ked korelécie vysvéuijucich premennych s vysvetvanou premennou su nizke, ich linearna kombinacia

mbze zapfiinit, Ze koeficienty v regresnom modeli budid vyznamigharzajomny vplyv bude &i, ako by
sa mohlo jaui len z izolovaného skimania v ramci kotglej analyzy. Preto aj pri nizkych korelaciach ma
zmysel pristipi k pouZitiu regresnej analyzy.
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| 1.000861 1.001170 1.000935 1.000518 |

VSetky hodnoty VIF si pomerne nizke a nepriblizeglani k hodnote 5 ani k hodnote
10 (o sa obvykle povazuju za hré&né ¢isla od ktorych vySSie hodnoty nazofl mozny
problém s multikolinearitou). Na zaklade tychto leglkov mdéZzeme zhodndtize koeficienty
pri premennychGrowth aPayout vregresnom modeli nie su nevyznamné z doévodu
multikolinearity. Overme eSte predpoklad o homosistidite rezidui, aby sme vyznamnosti

koeficientov mohli veti.

> library(Imtest)
> pptest(model)

studentized Breusch-Pagan test

data: model
BP = 34.0193, df = 4, p-value = 7.384e-07

Nulovu hypotézu o konStantnom rozptyle rezidui migezamietntl na hladine
vyznamnosti 1 %. Ké&Ze v kvantifikovanom modeli sa preukazal vyskyteheskedasticity,
vyuzijeme na odhad vyznamnosti koeficientov matikonzistentni na pritomnos

heteroskedasticity, konkrétne typ HCO.

> library(sandwich)
> coeftest(model, vcov = vcovHC(model, type = "HCO" )

t test of coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1.8521966 0.0901970 20.5350 < 2.2e-16 el
Payout 0.0029638 0.0123576 0.2398 0.810476
Growth 0.0612699 0.0823738 0.7438 0.457064

Beta -0.1996637 0.0619125 -3.2249 0.001276 **
ROE 0.4626947 0.2065245 2.2404 0.025152 *
Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 *’ 0.05 ". 0171

S vyuzitim matice konzistentnej na pritomfidgeteroskedasticity ndm vyznamtios
koeficientu pri premennej ROE mierne klesla, st&ak koeficient ostava vyznamny na
hladine 5 %. Odhliadnuc od toho, Ze koeficient deieacie je naozaj nizky, ukazme si,
akym spbésobom by sme z daného modelu identifikovadspravne ocenené akcie.
Vychéadzajuc z predpokladu, Ze nami vytvorena regresadrovina predstavuje spravne
ocenené akcie, za nadhodnotené akcie mbézeme p@fahiey ktoré sa nachadzaju nad

regresnou nadrovinou. Ako podhodnotené potom moézeyhednoti’ tie akcie, ktoré sa
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nachadzaju pod regresnou nadrovinou. Graficka reptécia modelu nam v tomto pripade
nepomdéze (kéZze mame 5 premennych), avSak 2alom zistenia, ktoré akcie sa nachadzaju

pod/nad regresnou nadrovinou vieme vyugzidua.

> par(mfrow = c(1, 2))

> plot(model$residuals, type = "p", ylab = "rezidua ", main = NA,
cex.lab =1.1, cex.axis = 1.0, xlab = "pozorovania" , col =
"dark red")

> hist(model$residuals, density = 10, main = NA, ce x.lab=1.1,

cex.axis = 1.0, freq = FALSE, ylab = "hustota”, xla =
"rezidud@", col = "dark red", border = "black")
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Obrazok 26: Rezidua z regresného modelu ukazia 83
Zdroj: vystup zo softvéru R

Okrem grafickej vizualizacie rezidui sa vieme tigbzrig® na ich zakladnu
deskriptivnu Statistiku. V zasade su pre nas ngjpavejSie hlavne tie pozorovania, ktoré su
najviac vzdialené od regresnej nadroviny o obockrsoh. Pozorovania blizke nule by sme

mohli vylUc¢it ako spravne ocenené podniky.

> summary(model$residuals)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Ma X.
-14.7400 -0.9883 -0.5753 0.0000 0.2916 51.05 00

Mbzeme vidi€, Ze priemerna hodnota rezidui je rovna nule, jeakzdelenie rezidui
vyrazne pravostranne zoSikmené. Aj z grafickej almacie je vidi€, Ze viac podnikov je
nadhodnotenych ako podhodnotenych. Ak by sme clzisti’, ktoré podniky sU najviac

podhodnotené alebo nadhodnotené (v zmysle dmehmo investovania vieme vytvénpoziciu
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k obom pripadom — uzatvorenim dlhej pozicie prihmpmthotenych akciach a uzatvorenim
kratkej pozicie pri nadhodnotenych akciach), jedi®si rezidua zoratlod najmensieho po
najvasie, teda zostawivariatny rad. Za tymto &€elom vyuzijeme funkciuorder()
anasledne si zobrazime 10 podnikov najviac podbtediych (ozndme ako
topl0_under ) a 10 podnikov najviac nadhodnotenych (aZzme  ako
topl0_over ). KedZe vyuzivame funkcibead() atail() , ktoré nam vrétia prvych 10
a poslednych 10 podnikov z vafigého radu, je nutné si uvedainiZze poradie pri
nadhodnotenych podnikoch nie je zoradené od najviadhodnoteného po najmenegj
nadhodnoteny podnik, ale naopak.

> resids = data.frame(model$residuals, Ticker)
> order_resids = resids[with(resids, order(-model$r esiduals,
Ticker, decreasing = TRUE)),]

> top10_under = head(order_resids, n = 10); top10_u nder
model.residuals Ticker

500 -14.739831 LSE:WRN

2206  -10.163555 ENXTAM:ATVAM

419 -5.200815 DB:MXC

2246 -3.812095 ENXTPA:AC

189 -2.947760 NGM:AIK B

286 -2.610962 DB:HET

263 -1.886634  AIM:HCP

245 -1.806668 OB:PLUG

33 -1.764288 ENXTPA:BLEE

2539 -1.756454  BDM:FIA

> top10_over = tail(order_resids, n = 10); top10_ov er
model.residuals  Ticker
365 13.00447 AIM:IDG
1821 13.27235 OM:AXIS
1374 15.17558 CATS:ZOT
1816 15.53945 AIM:MUL
2495 21.18255 ENXTPA:PRC
1424 31.71512 HLSE:TLA1V
810 33.59534 LSE:NXT
1907 36.58852 NYSE:CLB
141 46.11601 LSE:DTY
1444 51.04712 LSE:RMV

Zaujimavé je, Ze tak najviac nadhodnoteny podnikMVIR ako aj najviac
podhodnoteny podnik (WRN), oba su obchodované nadyueskej burze (LSE, z angl.
London Stock Exchange) a oba podniky pracuju suetmog’ami (WRN ako developer

a RMV ako online inzerent).
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Ukazali sme si, ako je mozné vytiZzjednoduchy linearny regresny model pri
ocaiovani akcii. Samozrejme pre invést rozhodnutie by bola nutna hlbSia analyza;opni
vysledky z kvantifikovaného modelu su spochylimeaj kvoli vémi nizkemu koeficientu
determinacie. Pozrime sa na kvantifikaciu tohto eledpo jednotlivych regionalnych

skupinach (rozdelime vzorku piapremennegub.Group ).

> model_EU = Im(PB ~ Payout + Growth + Beta + ROE, data =
subset(data, Sub.Group=="EU")); summary(model_EU)

Call:

Im(formula = PB ~ Payout + Growth + Beta + ROE, dat a=

subset(data, Sub.Group == "EU"))

Residuals:
Min  1Q Median 3Q Max
-13.269 -0.817 -0.443 0.280 36.348

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1.52889 0.08782 17.410 <2e-16** *
Payout 0.01049 0.01482 0.708 0.4790
Growth 0.01719 0.06332 0.271 0.7861
Beta -0.14931 0.06475 -2.306 0.0212*

ROE 1.16289 0.11189 10.393 <2e-16 ** *

Signif. codes: 0 *** 0.001 “** 0.01 *’ 0.05 . 0171
Residual standard error: 1.889 on 1933 degrees of f reedom
Multiple R-squared: 0.0559, Adjusted R-squared: 0.05395
F-statistic: 28.62 on 4 and 1933 DF, p-value: < 2. 2e-16

Model kvantifikovany na vzorke podnikov z podkatagdU sa nejavi nijako zvI&s
odliSne v porovnani s modelom kvantifikovanym nkejcezorke. Vyznamné su opden dva
koeficienty (pri ukazovateli Beta a ROE) a znameenki tychto koeficientoch su taktiez
rovnaké.Co sa tyka popisanej variability, tak koeficientetetinacie tiez nadobuda lenl'wei
nizke hodnoty. Op&sa mdZzeme poztieci multikolinearita na danej podvzorke nezépfije

nevyznamnasniektorych regresnych koeficient8y

> library(HH)
> vif(model _EU)

Payout Growth Beta ROE
1.001952 1.002027 1.001896 1.002159

48 Zrejme to nebude ten pripad,diz korelacie medzi vysvegjicimi premennymi v rdmci celej vzorky boli

velmi nizke, ale napriek tomu je vzdy vhodné oteryskyt vSetkych moznych problémov sudvisiacich
s kvantifikaciou regresného modelu.
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VSetky VIF su opé@ ve'mi nizke, ¢ize multikolinearita ani vtomto modeli

nepredstavuje problém. Skontrolujeme eSte preddaklaomoskedasticite rezidui.

> bptest(model_EU)
studentized Breusch-Pagan test

data: model_EU
BP = 48.064, df = 4, p-value = 9.152e-10

Mézeme vidi€, Ze aj tento druhy kvantifikovany model jetaaeny vyskytom
heteroskedasticity, avSak ani po pouziti matice zistantnej na jej pritomnés sa

vyznamnosti koeficientov vyrazne nezmenili.

> library(sandwich)
> coeftest(model_EU, vcov = vcovHC(model, type = "H c0o")

t test of coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1.528887 0.090197 16.9505 < 2.2e-16 *hk
Payout 0.010495 0.012358 0.8492 0.39585
Growth 0.017186 0.082374 0.2086 0.83475

Beta -0.149314 0.061912 -2.4117 0.01597 *
ROE 1.162888 0.206524 5.6308 2.057e-08 el
Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 ** 0.05 ". 0171

Tymto modelom sme si teda nijak zwla$epomohli, ale minimalne madme mozZfos

porovna vysledky na podvzorke. Pozrime sa na vzorku pamnkUK.

> model_UK = Im(PB ~ Payout + Growth + Beta + ROE, data =
subset(data, Sub.Group=="UK")); summary(model_UK)

Call:

Im(formula = PB ~ Payout + Growth + Beta + ROE, dat a=

subset(data, Sub.Group == "UK"))

Residuals:
Min  1Q Median 3Q Max
-11.959 -1.398 -0.844 0.316 50.789

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 2.31520 0.27972 8.277 8.19e-16 ** *
Payout -0.08014 0.20044 -0.400 0.689
Growth 0.82470 0.69460 1.187 0.236
Beta -0.22091 0.20156 -1.096 0.274
ROE 0.35027 0.08111 4.319 1.84e-05 ** *
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Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 *’ 0.05 ". 0171

Residual standard error: 3.795 on 601 degrees of fr eedom
Multiple R-squared: 0.03371, Adjusted R-squared: 0.02728
F-statistic: 5.242 on 4 and 601 DF, p-value: 0.000 3722

Pri modeli kvantifikovanom na vzorke podnikov z Uame sice stale vyznamny
koeficient pri premennej ROE, avSak vSetky ostgirgmenné sa javia ako nevyznamné.
Koeficient determinacie je opavelmi nizky. Vyskyt multikolinearity sa ani v tomto
regresnom modeli nepotvrddo je vSak zaujimavé, Ze ani vyskyt heterosked#gtigiskané
vysledky tak méZeme povaZzavaa koneéné.

> library(HH)
> vif(model_UK)

Payout Growth Beta ROE
1.018426 1.017323 1.006007 1.006208

> bptest(model_UK)
studentized Breusch-Pagan test

data: model UK
BP =6.5678, df = 4, p-value = 0.1606

Poslednou podvzorkou su podniky z vychodnej Eu@Buska, teda z trhov, ktoré by

sme mohli povazovaza rozvijajuce sa (v angl. emerging markets).

> model_ER =Im(PB ~ Payout + Growth + Beta + ROE, data =
subset(data, Sub.Group=="Eastern Europe & Russia")) ;
summary(model_ER)

Call:

Im(formula = PB ~ Payout + Growth + Beta + ROE, dat a=
subset(data,
Sub.Group == "Eastern Europe & Russia"))

Residuals:

303 761 970 1032 1295 1636

1910 2350

0.108556 -0.179954 -0.021932 -0.066690 0.492535 - 0.417128 -

0.005532 0.090144

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.9122 1.0572 0.863 0.452
Payout -0.0617 0.4464 -0.138 0.899
Growth -3.4332 2.1963 -1.563 0.216
Beta -0.6764 0.4082 -1.657 0.196
ROE 7.6300 5.0672 1.506 0.229
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Residual standard error: 0.3974 on 3 degrees of fre edom
Multiple R-squared: 0.8317, Adjusted R-squared: 0.6073
F-statistic: 3.706 on 4 and 3 DF, p-value: 0.1552

> library(HH)
> vif(model_ER)

Payout Growth Beta ROE
3.113564 1.766338 2.062694 1.469194

> bptest(model_ER)
studentized Breusch-Pagan test

data: model ER
BP =0.7101, df = 4, p-value = 0.9501

Pri vzorke podnikov z vychodnej Eurépy a Ruska sdusiahli vyrazne vysSSi
koeficient determinacie, avSak ani jeden z kodfitie nie je Statisticky vyznamny (rovnako
tiez ani model ako celok). Inftaé faktory rozptylu su sice pri tomto modeli vySaieo
v predchadzajucich pripadoch, stale vSak neindikujoblém s multikolinearitou. Vyskyt
heteroskedasticity sa v tomto modeli nepotvrdil.

V pripade tohto posledného modelu je zrejmym probl@ nizky péet pozorovani —
v naSej databaze mame len 8 podnikov priradeny¢ymio trhom, pdom vSetky su

z malarskej burzy (v databaze skratka BUSE, z angl. BesiaStock Exchange).

> data_ER = matrix(subset(Ticker, Sub.Group == "Eas tern Europe &
Russia"))

> colnames(data_ER) = c("Podniky"); data_ER
Podniky

[1,] "BUSE:ZWACK"

[2,] "BUSE:MTELEKOM"

[3,] "BUSE:EGIS"

[4,] "BUSE:ANY"

[5,] "BUSE:RICHTER"

[6,] "BUSE:FHB"

[7,] "BUSE:MOL"

[8,] "BUSE:OTP"

Problém s nizkym pom pozorovani je mozné rychlo identifikavaj priamo vo
vystupe z regresného modelu, v ktorom nam softvéne@avam deskriptivnu Statistiku
rezidui, ale priamo vypiSe vSetky prislusné rezidua

Tento model sa tedadite vzi’adom na péet pozorovani neda povazavaa vhodny,
avSak ani predoslé kvantifikované modely nemézZegtednoti’ ako vémi vhodné, prave
kvoli nizkemu koeficientu determinacie. Evidentiiiep®uzité udaje Jeni rozptylené, a preto
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nie je mozné popisavysoké percento variability. RieSenim by mohla’ yvantifikacia
modelu po jednotlivych odvetviach. Minimalne by su$ak radi poukazali na skétmog’, Ze
pred samotnou analyzou je vzdy vhodné pdzs& na Udaje, s ktorymi pracujem® (olo
najviac markantné pri poslednom kvantifikovanom elddCi uz na zéakladnt deskriptivnu
Statistiku alebo na ich graficka vizualizaciu. hea z&iatku by sme tak mali moznos

posudi, ¢i ma zmysel v analyze pokiava’, resp.¢i nie je nutné udaje &stit’ 0 extrémne

hodnoty.

> summary(data.frame(PB, Payout, Growth, Beta, ROE, Sub.Group))
PB Payout Growth

Min. :0.03239 Min. :0.0000 Min. :-0.91 700

1st Qu.: 0.70417 1st Qu.: 0.0000 1st Qu.:-0.01 862

Median : 1.13211 Median : 0.2434 Median : 0.03 790

Mean :1.74982 Mean :0.4950 Mean :0.07 440

3rd Qu.: 2.04468 3rd Qu.: 0.4954 3rd Qu.: 0.10 100

Max. :53.59673 Max. :83.2836 Max. :28.25 800
Beta ROE

Min. :-0.668 Min. :0.000016

1st Qu.: 0.627 1st Qu.: 0.072084
Median : 1.011 Median : 0.131125
Mean :1.092 Mean :0.236951
3rd Qu.: 1.465 3rd Qu.: 0.226425
Max. :10.155 Max. :29.181818

Sub.Group
Eastern Europe & Russia: 8
EU 11938
UK : 606

Z deskriptivnej Statistiky moézeme vidjeZze vyskyt extrémnych hodnét je vyrazny pri
vSetkych skumanych premennych. Zrejme najmarkagithge to v pripade vyplatného
pomeru (premennRayout ) a miery rastu (premenr@@rowth ), pri ktorych treti kvartil je
¢islo vémi blizke nule, ale maximalne hodnoty dosahuju oiikk nasobne vysSie hodnoty.

Vyskyt extrémnych hodn6t je dobre vidiaj na box — plotoch.

> par(mfrow = c(1, 5))

> boxplot(PB, xlab = "P/B", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis
=1, cex.lab=1.5)

> boxplot(Payout, xlab = "Payout”, col = gray(0.8), pch =19,
cex.axis =1, cex.lab = 1.5)

> boxplot(Growth, xlab = "Growth", col = gray(0.8), pch =19,
cex.axis =1, cex.lab = 1.5)

> boxplot(Beta, xlab = "Beta", col = gray(0.8), pch =19,
cex.axis = 1, cex.lab = 1.5)
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> boxplot(ROE, xlab = "ROE", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis
=1, cex.lab = 1.5)
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Obrazok 27: Box — plot skimanych premennych
Zdroj: vystup zo softvéru R

Priklad 6.4
Svetova banka realizovala vroku 2009 prieskum pade’skych subjektov
v réznych krajinach sveta (blizSie informacie \wevw.enterprisesurveys.org ). Nas
v tomto priklade bud( zaujimérajiny vychodnej Eurdpy a strednej Azie. Celkavéame
k dispozicii pozorovania za 11668 podnikatgich subjektov z 30 krajin daného regionu.
Z mnoZzstva udajov z tohto prieskumu sme pre naelppvybrali nasledujlice premenné:
* ownership W - vtejto premennej je odpa¥ena otazku,i je jednym
z vlastnikov podniku Zena. Premenna nadobudadving: ano, nie, neviem.
* management W — tato premenna obsahuje odpdivea otazku.ci je vo
vedeni podniku Zena. Premenna nadobuda tri Gr@ane:nie, neviem.
e country -V ktorej krajine ma podnikdteky subjekt sidlo.
e industry  — zaradenie podniku do odvetvia fadsvetovej banky.

» sales - celkové trzby za posledny fiSkalny rok vyjadrerdomacej mene.
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 employees - paet zamestnancov (na plny avéazok) ku koncu posleainéh
fiskalneho roka.
* labor_costs - kompletné mzdové naklady za posledny fiSkalrky ro
» sales_3y - celkové trzby dosiahnuté za fiSkalny rok triyalozadu.
Kvantifikujte regresny model, v ktorom ako vysk@tana premennd vystupuju trzby
(sales ) avysvefujuce premenné sodwnership W , management W, sales 3y
employees a labor _costs . Pri kvantifikacii pouzite cell vzorku a potom vko

podnikov zo Slovenskej republiky (premersmuntry = "Slovak Republic” ).

Priklad 6.4 — RieSenie

Za ulohu mame kvantifikovaregresny model s pouzitim udajov o podnikskgch
subjektoch z krajin vychodnej Eurdpy a strednejeA@irieskum Svetovej banky. PristGpme
najprv ku kvantifikacii modelu na celej vzorke petévajucej z 11668 podnikdiskych
subjektov. Z premennyclownership_ W a management_W si musime v prvom rade
vytvorit' tzv. umelé premenné, ktoré budu nadolsddzdnoty 1 (ak je vlastnikom/manazérom
Zena) a 0 (ak nie je vlastnikom/manazérom ZenaJZKebe tieto premenné nadobudaja tri

arovne, spojime triedy a hodnotu ,neviem“ nahradfraénotou ,nie".

> data = read.csv(file = "...cesta
k suboru.. \\enterprise_survey.csv", sep =";", dec =""
header =T)

> attach(data)

> bin <- data.frame(ownership_W, management_W)
> NEVIEM <- bin == "neviem"
> bin_ok <- replace(bin, NEVIEM, "nie")

Po ziskani dvoch urovni v oboch premennych mézemstipit’ k vytvoreniu umelych
premennych (v angl. dummy variable). VSetky hodngiiyo“ nahradimetislom 1 a vSetky
hodnoty ,nie” ¢islom 0. Za tymto ¢elom vyuZijeme jednoduchu funkcitecode()

Z knizniceepicalc

> library(epicalc)

> recode_1 = recode(vars = c(ownership_W, managemen t W),
old.value = "ano", new.value = "1", dataFrame = bin _ok)

> recode_0 = recode(vars = c(ownership_W, managemen t W),
old.value = "nie", new.value = "0", dataFrame = bin _0k)

> dummy_own = bin_ok$ownership_ W
> dummy_mng = bin_ok$management_W
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Ziskali sme tak dve premenné, ktoré uz je moznézipouo funkciu Im() na
kvantifikaciu poZadovaného regresného modelu. M&piiomu, Z2e nam vo viacerych
premennych chybaju pozorovania, nemusime tentolgrolexplicitne riedi, ked’ze funkcia
Im() chybajuce pozorovania automaticky odstrani. Vawys z modelu mézeme vidieZze

bolo odstranenych az 3944 pozorovani.

> model = Im(sales ~ sales_3y + employees + labor_c osts +
dummy_own + dummy_mng); summary(model)

Call:

Im(formula = sales ~ sales_3y + employees + labor_c osts +
dummy_own +
dummy_mng)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.463e+11 -4.478e+10 -2.213e+09 -1.935e+09 9.995e +13
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 7.298e+09 3.055e+10 0.239 0.811
sales_3y 1.046e+00 3.056e+00 0.342 0.732
employees 1.483e+06 2.119e+07 0.070 0.944
labor_costs 4.625e+00 2.641e+01 0.175 0.861
dummy_ownO -4.314e+10 2.866e+10 -1.505 0.132
dummy_mng0 3.775e+10 3.631e+10 1.040 0.298

Residual standard error: 1.138e+12 on 7718 degrees of freedom
(3944 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.0004028, Adjusted R-squared: -0.0002447

F-statistic: 0.6221 on 5 and 7718 DF, p-value: 0.6 83

Uvedeny regresny model je na prvy path prakticky nepouzitey. Ziadny
z koeficientov nie je Statisticky vyznamny, koediot determinacie je Vmi blizky nule
(upraveny koeficient determinacie je dokonca zapommmodel ako celok taktiez nie je
Statisticky vyznamny. Evidentne je pouZitie celeprky nie vémi vhodné, ké'Ze Udaje su az
prilis heterogénne. Z tohto dévodu sa tymto modefatej zaoberd nebudeme a prejdeme
rovno na kvantifikhciu modelu na podvzorke podreksitych subjektov zo Slovenskej

republiky. Pre istotu cely postup zopakujeme po ayami vSetkych objektov v programe R

(prikazrm(list=Is(all=TRUE)) ) a nahrame udaje len za poZzadovanu podvzorku.
> rm(list=Is(all=TRUE))
> SR <- read.table(file = "...cesta
k stboru...\\enterprise_survey.csv", sep =";", dec =""
header =T)
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> SR <- subset(SR, subset = country == "Slovak Repu blic", select
= c(sales, sales_3y, employees, labor_costs, owners hip_ W,
management_W))

> attach(SR)

Cely postup so spgjanim tried a prekdédovania v r@amnennyctownership W a

management_W zopakujeme zadlom vytvorenia umelych premennych.

> bin <- data.frame(ownership_W, management_W)
> NEVIEM <- bin == "neviem"
> bin_ok <- replace(bin, NEVIEM, "nie")

> library(epicalc)

> recode_1 = recode(vars = c(ownership_W, managemen t W),
old.value = "ano", new.value = "1", dataFrame = bin _0k)

> recode_0 = recode(vars = c(ownership_W, managemen t W),
old.value = "nie", new.value = "0", dataFrame = bin _0k)

> dummy_own = bin_ok$ownership_W
> dummy_mng = bin_ok$management_W

> table(ownership_W)
ownership_W

ano neviem nie

84 9 182
> table(management_W)
management_W

ano neviem nie

69 1 205

Mbzeme si vSimnt] Ze tieto dve premenné nenadobudafiavierat hodnotu ,neviem*
(spolu 10 krat),cize nemalo by i5 0 zasadny zasah do pouzitych datdalSom kroku

mé&zeme pristapiku kvantifikacii modelu.

> model = Im(sales ~ sales_3y + employees + labor_c osts +
dummy_own + dummy_mng); summary(model)

Call:
Im(formula = sales ~ sales_3y + employees + labor_c osts +
dummy_own + dummy_mng)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-363954006 -23135469 -15455488 17265004 772401 175
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 2.295e+07 1.846e+07 1.243 0.21581

sales_3y 9.633e-01 2.702e-02 35.652 < 2e-16 Frx
employees -1.192e+05 1.108e+05 -1.076 0.28385
labor_costs 9.935e-01 3.454e-01 2.876 0.00464 *x

dummy_ownO 3.538e+07 1.875e+07 1.887 0.06116
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dummy_mng0 -3.810e+07 2.083e+07 -1.829 0.06945

Signif. codes: 0 “**** 0.001 **' 0.01 ** 0.05 *. 0171

Residual standard error: 99990000 on 143 degrees of freedom
(126 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.9772, Adjusted R-squared: 0.9764

F-statistic: 1225 on 5 and 143 DF, p-value: <2.2 e-16

Model kvantifikovany na podvzorke podnikov zo Sloskej republiky vyzera do
znanej miery odlidne (v porovnani s predchadzajicimdetom). Statisticky vyznamné
mame koeficienty pri premennydales 3y alabor _costs . Evidente je sUvis medzi
trzbami za posledny fiSkalny rok a trzbami dosigkimi pred 3 rokmi. Vytvorené umelé
premenné su vyznamné na hladine 10 %, at da& pozrieme na odhadnuté koeficienty pri
tychto premennych, tak si mézeme vSiminge sa ich vplyv na vysu&vanu premennu
prakticky kompenzuje. Zrejme Ziadna z tychto prenyeh dosadena do modelu samostatne
by nebola Statisticky vyznamn&itate’ si to moze vysku¥q Za zmienku ufite stoji
koeficient determinécie, pretoZze ten je naozaj wgkle vysoky. Prilis vysoky koeficient
determinacie je samozrejme podozrivy. Pozotiate® si akiste vSimol, Ze premenna
sales 3y vsebe zaliuje aj zavisli premennl, &#e predstavuje celkové trzby za
posledné tri roky, kym zavisla premenna celkovéoytrza posledny rok. Nechadme na
Citatelovi aby analyzu zopakoval pri upravenej premensaps 2y = sales 3y -
sales .

Zaujimavy je eSte koeficient pri gt@ zamestnancoefnployees ). Ten sice nevysiel
Statisticky vyznamny, ale zrejme je to ztoho davode vplyv tejto premennej je
sprostredkovany v mzdovych nakladoch (premelaié@r _costs ). Tieto dve premenné

hovoria v zdsade o tom istotg mézeme vidi¢ aj na vysokej korelacii medzi nimi.

> cor.test(employees, labor_costs, method = "pearso n",
alternative = c("two.sided"))

Pearson's product-moment correlation

data: employees and labor_costs
t = 30.2832, df = 206, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true correlation is not equ alto0
95 percent confidence interval:
0.8751943 0.9258669
sample estimates:
cor
0.9036452
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Z dévodu vysokej korelacie medzi vyskgticimi premennymi dochadza k problému

s multikolinearitou. Inflany faktor rozptylu (v angl. VIF, Variance Inflatiofactor) si

mozZeme vypoitat’ prostrednictvom funkcieif()  z knizniceHH

> library(HH)

> vif(model)
sales 3y employees labor_costs dummy_ownO du
4.199279 12.051638 11.759485 1.179084

mmy_mng0
1.185098

Skutane teda mbézeme vidig Ze problém multikolinearity sa v naSom regresnom

modeli vyskytujego zapréinilo nevyznamnoskoeficientu pri premenngmployees . Tuto

premennd z modelu preto odstrdnime a az potomza&pte na vyskyt heteroskedasticity.

> model_2 =Im(sales ~ sales_3y + labor_costs + dum
dummy_mng); summary(model_2)

Call:
Im(formula = sales ~ sales_3y + labor_costs + dummy
dummy_mng)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1.909e+07 1.806e+07 1.057 0.292449
sales 3y 9.550e-01 2.578e-02 37.042 < 2e-16
labor_costs 6.909e-01 1.965e-01 3.516 0.000584

Signif. codes: 0 “*** 0.001 “**' 0.01 *" 0.05 ".

Residual standard error: 99460000 on 146 degrees of
(124 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.977,  Adjusted R-squared:

F-statistic: 1550 on 4 and 146 DF, p-value: <2.2

-354934696 -21117071 -14717760 19186385 788708

dummy_own0 3.487e+07 1.848e+07 1.887 0.061108
dummy_mng0 -3.598e+07 2.038e+07 -1.765 0.079610

my_own +

_own +

Max
090

*k%

*k%

'0.1'71
freedom

0.9764
e-16

Mame teda kvantifikovany model, ktory na prvy path vyzer4d vEmi dobre —

vzhladom na vyznamné koeficienty a vysoky koeficiertedminacie. Aby v3ak celéd analyza

bola korektna, musime eSte otestopeedpoklad o homoskedasticite rezidui.

> library(Imtest)
> bptest(model_2)

studentized Breusch-Pagan test
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data: model_2
BP = 14.7838, df = 4, p-value = 0.005171

KedZe rezidua z daného modelu nie si0 homoskedastckénidtli sme nulovul
hypotézu na hladine vyznamnosti 1 %), musime prhadé modelu pouZi maticu

konzistentnu na pritomnbseteroskedasticity.

> library(sandwich)
> coeftest(model_2, vcov = vcovHC(model, type = "HC 0")

t test of coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t| )
(Intercept) 1.9085e+07 1.9854e+07 0.9613 0.338 0
sales 3y 9.5498e-01 2.6707e-02 35.7572 <2e-1 6 ***
labor_costs 6.9089e-01 7.1809e-01 0.9621 0.337 6
dummy_ownQ 3.4872e+07 2.4916e+07 1.3996 0.163 8
dummy_mng0 -3.5983e+07 3.4250e+07 -1.0506 0.295 2
Signif. codes: 0 “**** 0.001 **' 0.01 ** 0.05 *. 0171

Po zoffadneni vyskytu heteroskedasticity rezidui nam ostahamny uz iba jeden
koeficient, a to pri dosiahnutych trzbach pred Bmb(sales_3y ). Na tomto priklade sme
tak mali moznovidiet', Ze pri nedodrzani predpokladov regresného madéiiteme dospie
k zavadzajucim vysledkom.

Priklad 6.5

Ulohy

1. Vygenerujte si akymkivek spésobom dve premenné (x ay) o rozsahu 500r@zeni
a kvantifikujte linearny regresny model popisujlich zavislos. Premenné skuste
vygenerovd tak, aby rezidud zregresného modelu vykazovalitorpnos
heteroskedasticity.

2. Zostrojtex-y graf a skuste posudici rezidua z tohto modelu budi homoskedasticke.

3. Nasledne zostrojte graf rezidui a tiez skiste Uruposudi, ¢i s homoskedastické.

4. Na zaver otestujte pritomnbheteroskedasticity s vyuzitim Breusch — Pagandebtu a
autokorelacie s vyuzitim Durbin — Watson testu. #& preukaze nesplnenie tychto
predpokladov regresného modelu, kvantifikujte novédely, ktoré budu zdadiova
pripadny vyskyt heteroskedasticity a autokorel&cie.
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Priklad 6.5 — RieSenie

Na tomto jednoduchom priklade zameranom na testevaeteroskedasticity a
autokorelacie ukazeme jednoduchy spésob, ktorymeieSetti pripadny vyskyt tychto
problémov v regresnych modeloch. Vygenerujeme dwanpnné X ay) a kvantifikujeme

regresny model, ktory bude popiséwvislo$ premenney od x.

> x = 1:500

>y =rnorm(500,0,100)*x"2

> plot(x,y, cex.axis = 1.3, cex.lab = 1.5)
> Reg.Model = Im(y~x)

> abline(Reg.Model)

Ak sa pozrieme na vah tychto dvoch premennych (Obrazok 29) je zrejgeepo
kvantifikacii linearneho regresného modelu nebudzidud homoskedastické (pri ich
vytvarani sme toto cielene chceli dosiafjnuJpozonujeme, Ze heteroskedasticita rezidui
moZe by neraz sama o sebe zaujimavym javov. Jej doslealitykaju induktivnej Statistiky,
ktora nasleduje po odhade modelu.

Rezidua ziskame po odhade modelu a zostrojime reimok-y grafu aj graf rezidui
(Obrazok 29):

| > plot(Reg.Model$residuals, cex.axis = 1.3, cex.lab =1.5) |
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Obrazok 28: Zavislasvygenerovanych premennych

Zdroj: vystup zo softvéru R
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Obrazok 29: Rezidua z regresného modelu

Zdroj: vystup zo softvéru R

Vystup z kvantifikovaného modelu poukazuje na Staky vyznamnu linearnu
zavislos’ medzi vygenerovanymi premennyrpiifodnota < 0.01). Koeficient determinécie je
v8ak pomerne nizky. V¥hdom na to, Ze vieme ako tieto Udaje vznikli, tiegsledky nie su
prekvapivé. Stvorec linearne sa zvy3ujlcej nezéjvistemennej, v kombinéacii s nahodne
generovanymi inovaciami sposobuje, Ze vysledky bud@mpirickych modeloch
ovplyvinované extrémnymi hodnotami. Napriklad v naSomaatépje koeficient kladny a teda
zrejme prevazuju kladné extrémy nad zapornymi. Saepme, vieme Ze z dlhodobého

hradiska by medzi premennymi nemal existbZeaden linearny wah.

> summary (Reg.Model)

Call:
Im(formula =y ~ x)

Residuals:
Min 1Q Median 30 Max
-68996008 -3582805 783635 3036416 45467068

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -1447988 966790 -1.498 0.13484

X 8976 3344 2.684 0.00752 **

Signif. codes: 0 "** 0.001 **' 0.01 *' 0.05 . '0.1''1
Residual standard error: 10790000 on 498 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.01426, Adjusted R-squared: 0.01228
F-statistic: 7.204 on 1 and 498 DF, p-value: 0.007 516
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V dalSom kroku pristapime k testovaniu autokorelactampcou Durbin — Watson

testu a heteroskedasticity pomocou Breusch — Pagain

> library(Imtest)
> bptest(Reg.Model)

studentized Breusch-Pagan test

data: Reg.Model
BP = 73.0006, df = 1, p-value < 2.2e-16

> dwtest (Reg.Model)
Durbin-Watson test
data: Reg.Model

DW = 1.8855, p-value = 0.09205
alternative hypothesis: true autocorrelation is gre ater than 0

Vysledky poukazuja na vyskyt heteroskedasticity,d4& nulovld hypotézu
o konStantnom rozptyle rezidui v Breusch — Pagamoteste zamietame. TaktieZ pri Durbin
— Watson teste je mozné zamiatmulovld hypotézu na hladine 10 %, teda rezidua méze
povazové za autokorelované. Tieto vysledky znemfg@é priamaiare pouzivanie odhadu
Standardnych chyb regresnych koeficientov, pozpitGdu 3.4.3.

Jednou z alternativ je pri odhade vatiamkovarignej matice rezidui pouzitaké
metody, ktoré budu viésku konzistentnym odhadom varisno-kovariagnej matice a to aj
v pripade, ak su rezidua tagené heteroskedasticitou a autokorelaciou. V progr R
modzZzeme za tymto &@lom vyuzi funkcie z kniznicesandwich. Pri odhade matice
konzistentnych aj v pripade pritomnosti heteroskecity mézeme pou#i funkciou
vcovHC() , v pripade pritomnosti autokorelacie aj heteroak#dity, funkciuvcovHAC() ,

pripadne iné’

> library(sandwich)
> coeftest(Reg.Model, vcov = vcovHC(Reg.Model))
t test of coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -1447987.7 584863.6 -2.4758 0.01363
X 8975.6 3940.1 2.2780 0.02315

9 FunkciavCOVHAC() vypciitava variatino-kovariagnd maticu, kde jednotlivé pozorovania st vazené
pouzitim vah z kernej funkcie Quadratic — Spectvghlad’ovaci parameter sa voli ptaAndrews (1991).
S tymito zakladnymi nastaveniami budeme tato fuolkgiouzivd aj v d’alSom texte. Upozdiujeme ale, ze
moznosti je podstatne viac, napr. Kiefer — Vogejs@905).
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Signif. codes: 0 ***' 0.001 **' 0.01 ' 0.05". '0.1''1

> library(sandwich)
> coeftest(Reg.Model, vcov = vcovHAC(Reg.Model))
t test of coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -1447987.7 594764.4 -2.4346 0.01526 *
X 8975.6 3976.9 2.2570 0.02444 *

Signif. codes: 0 "**' 0.001 **' 0.01 *' 0.05". '01'"'1

> library(sandwich)
> coeftest(Reg.Model, vcov = NeweyWest(Reg.Model))
t test of coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -1447987.7 584298.1 -2.4782 0.01354 *
X 8975.6 3864.0 2.3229 0.02059 *

Signif. codes: 0 ***' 0.001 **' 0.01 ' 0.05". '0.1''1

Ako mézeme vidig, pri tomto spodsobe zdadnenia autokorelacie al/alebo
heteroskedasticity sa menia Standardné chyby {(pryéh vyp@te sa pouziju zvolené matice)

a teda ajt-Statistika. Vo vSetkych troch pripadoch sa nanzilnivyznamnos regresného
koeficientu pri vysvdibvanej premennej, pricom predtym bol tento koeficient vyznamny na
hladine 1 %. Ké&Ze stale ostava vyznamny na hladine 5 %, v redlpdkiade by nam to
interpretaciu vysledkov nezmenilo.

KedZe jednou z uloh v tomto priklade bolo preskéirgeaf rezidui a na jeho zaklade
sa pokuasi o identifikaciu nesplnenych predpokladov, na zaeste uvedieme niekko
vzorovych prikladov toho, ako je mozné na zakladmidinej inSpekcie rezidui zistiZze
s kvantifikovanym modelom sa spajaj&ité problémy spojené s heteroskedasticitou alebo

autokorelaciou.

> x = 1:500

>y =rnorm(500,0,5)

> Reg.Model = Im(y ~ x)

> plot(Reg.Model$residuals, cex.axis = 1.3, cex.lab =1.5)
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Obrazok 30: Rezidua z regresného modelu — bez &j@vwzoru
Zdroj: vystup zo softvéru R

Na zaklade vizualnej inSpekcie méze’ Ima prvy poliad zrejmé, Ze Udaje sutadené
problémom heteroskedasticity, alebo Ze Specifikéwalelu nie je spravna. Napriklad, Ze
miesto linearneho ¥ahu by bolo vhodné uvazavao nejakom inom funihom vz’ahu
(model mdZze ostalinearny v parametroch, ale nie v pouzitych prenyeh). Na ilustraciu

uvadzame nasledujuci priklad:

> x = 1:500

>y =x"2

> Reg.Model = Im(y~x)

> plot(y~Xx, cex.axis = 1.6, cex.lab = 1.7)

> abline(Reg.Model)

> plot(Reg.Model$residuals, cex.axis = 1.6, cex.lab =1.7)

> plot(Reg.Model$residuals”2, cex.axis = 1.6, cex.| ab=1.7)
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Obrazok 31: Kvadraticka zavistbdvoch premennych
Zdroj: vystup zo softvéru R
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Obrazok 32: Rezidua z regresného modelu — so zjawaprom
Zdroj: vystup zo softvéru R

Priklad 6.6
V tomto priklade budeme pracava Gdajmi z databazy RegDat Statistického Uradu
Slovenskej republiky (pozri aj Lyécsa et al., 2Q1Xonkrétne srealnou mzdou a
nezamestnanésu po okresoch v ramci SR za rok 2010. Jednotlkrésy su priradené ku
krajom prostrednictvom premennkjaj (Bratislavsky [BA] = 1, Trnavsky [TT] = 2,
Trergiansky [TN] = 3, Nitriansky [NR] = 4, Zilinsky [ZAE 5, Banskobystricky [BB] = 6,
PreSovsky [PO] 7, KoSicky [KE] 8). Zrejme moézenwakava, Ze realna mzda

v Bratislavskom kraji je vySSia ako priemerna redmzda v SR. TaktieZ nezamestnanos

v Banskobystrickom a PreSovskom kraji bude zrejip&Sia ako je celoslovensky priemer.
Pokuste sa zisti ktoré drovne nezamestnanosti areélnej mzdy méZzenokresoch

povazovd za odahlé hodnoty — zaujimaju nas extrémne’kee hodnoty. UvaZujeme
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o hladine vyznamnosti 5 %. Kvantifikujte regresngdeal, v ktorom redln

pomocou nezamestnanosti. Otestujte tieZz pritothnegrémnych hodndt v skamanych

premennych.

u mzdu vysVajete

okres <- c("OkresBratislaval", "OkresBratislavall”,
"OkresBratislavalll", "OkresBratislavalV", "OkresBr
"OkresMalacky", "OkresPezinok", "OkresSenec",
"OkresDunajskaStreda", "OkresGalanta", "OkresHlohov
"OkresPieS tany", "OkresSenica", "OkresSkalica", "OkresTrnava",
"OkresBanovcenadBebravou", "Okresllava”, "OkresMyja
"OkresNovéMestonadVahom", "OkresPartizanske",
"OkresPovazskaBystrica", "OkresPrievidza", "OkresPu
"OkresTren ¢&in", "OkresKomarno", "OkresLevice", "OkresNitra",
"OkresNovézZamky", "OkresSa ra", "OkresTopo  Icany",

"OkresZlatéMoravce", "OkresTvrdosin", "OkresZilin

"OkresByt c¢a", "Okres Cadca", "OkresDolnyKubin®,
"OkresKysuckéNovéMesto", "OkresLiptovskyMikulas",
"OkresMartin", "OkresNamestovo", "OkresRuzomberok",

"OkresTur cianskeTeplice", "OkresVe
"OkresZarnovica", "OkresZiarnadHronom", "OkresBansk
"OkresBanskaStiavnica", "OkresBrezno", "OkresDetva"
"OkresKrupina", "OkresLu
"OkresRimavskaSobota", "OkresStara
"OkresSvidnik", "OkresVranovnadTop Tou", "OkresBardejov",
"OkresHumenné", "OkresKezmarok", "OkresLevo ca",
"OkresMedzilaborce", "OkresPoprad", "OkresPreSov",
"OkresSabinov", "OkresSnina", "OkresSpiSskdNovaves"
"OkresTrebiSov", "OkresGelnica", "OkresKosSicel",
"OkresKosicell", "OkresKosicelll", "OkresKosSicelV",
"OkresKosice-okolie", "OkresMichalovce", "OkresRoz
"OkresSobrance")

kraj<-c(1,1,1,1,1,1,1,1,2,2
3,3,3,
5,5, 5,
7,7,7,7,7,7,7,7,8,8,8,8,8,8,8, 8, 8,

real_mzda <- ¢(1136.262365, 1182.604046, 1045.36137
945.5485251, 956.2427591, 803.8499242, 611.3537118,
691.560467, 597.0947331, 647.0011585, 726.3167276,
654.1306479, 616.7008288, 726.3167276, 800.2851796,
569.4679619, 657.6953926, 566.7944034, 691.560467,
571.2503342, 616.7008288, 644.3276, 713.8401212, 68
519.5615364, 712.0577489, 684.4309776, 573.0327065,
663.0425096, 571.2503342, 603.3330363, 560.5561002,
732.5550307, 619.3743873, 544.5147491, 630.0686213,
702.254701, 602.4418501, 756.6170573, 531.1469566,
726.3167276, 556.1001693, 555.2089832, 675.5191159,
708.4930042, 652.3482756, 696.0163978, 553.4266108,
581.0533821, 653.2394617, 509.7584885, 539.1676321,
485.696462, 564.1208448, 517.7791641, 553.4266108,
499.9554407, 537.3852598, 513.3232332, 438.463595,
562.3384725, 544.5147491, 598.8771054, 509.7584885,
657.6953926, 652.3482756, 552.5354247, 482.1317173,

n

a ’

n

2

’ 2! 2! 2|

3,3,3,4,4,4,4,4,4,4,5,5,5,5
6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6, 7,
7,7,7,7,7,8,8,8,8,8,8,8,8,8
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atislavaVv",

ec",

va",

chov",

TkyKrtis", "OkresZvolen”,

aBystrica",

cenec", "OkresPoltar", "OkresRevlca",
T.ubov ria", "OkresStropkov",

ava",

0~ Ul w

~N O w

No

0 ~N O w

9.7780946,




581.0533821, 548.97068, 517.7791641, 805.6322966, 8 77.8183763,
622.939132, 786.0262009, 606.0065948, 606.8977809, 612.244898,
626.5038767)

nezamestnanost <- ¢(3.18, 4.6, 3.8, 3.58, 3.98, 7.4 6, 5.96,
5.71, 11.01, 6.29, 7.87, 6.98, 10.92, 8.76, 6.15, 9 .34, 6.72,
8.76, 7.63, 12.27, 12.49, 12.05, 7.51, 7.25, 16.34, 14.55,
7.52,12.48,10.11, 11, 10.31, 13.02, 8.41, 14.87, 11.04,
13.87,12.23, 11.18, 9.15, 13.58, 11.17, 11.47, 23. 71,9.24,
20.23, 14.39, 8.95, 17.1, 18, 16.16, 19.95, 23.2, 2 2.06,
28.83, 33.64, 13.63, 17.14, 18.8, 19.68, 19.43, 15. 66, 26.18,
18.41, 19.4, 10.65, 16.6, 25.71, 19.38, 16.28, 24.4 2,19.14,
8.07,9.27, 8.59, 7.82, 21.27, 17.21, 26.82, 20.34)

Priklad 6.6 — RieSenie

Pre lepSiu predstavu o pouzitych udajoch si najgk@menné zobrazime v podobe
box — plotov. Jednotlivé okresy su priradené kudimaprostrednictvom premennkjaj
(Bratislavsky [BA] = 1, Trnavsky [TT] = 2, Treéransky [TN] = 3, Nitriansky [NR] = 4,
Zilinsky [ZA] = 5, Banskobystricky [BB] = 6, Pre3sky [PO] = 7, Kosicky [KE] = 8).

> data = read.csv(file = "...cesta k suboru...\\sk_ data.csv",
sep=";",dec=".", header=T)
> attach(data)

> BA = subset(real_mzda, subset = kraj == 1)
> TT = subset(real_mzda, subset = kraj == 2)
> TN = subset(real_mzda, subset = kraj == 3)
> NR = subset(real_mzda, subset = kraj == 4)
> ZA = subset(real_mzda, subset = kraj == 5)
> BB = subset(real_mzda, subset = kraj == 6)
> PO = subset(real_mzda, subset = kraj == 7)
> KE = subset(real_mzda, subset = kraj == 8)

Ked uz mame okresy zotriedené padprislusnosti ku kraju, mézeme pristlpi

k tvorbe box — plotov.

> par(mfrow = c(1, 8))
> minimum = min(real_mzda)
> maximum = max(real_mzda)

> boxplot(BA, xlab = "BA", col = gray(0.8), pch=1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(real_mzda), Iwd =1, Ity = 1, col = "red")

> boxplot(TT, xlab ="TT", col = gray(0.8), pch =1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(real_mzda), Iwd = 1, Ity = 1, col ="red")

> boxplot(TN, xlab = "TN", col = gray(0.8), pch =1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = ¢(minimum, maximum))

> abline(h = mean(real_mzda), Iwd = 1, Ity = 1, col = "red")
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> boxplot(NR, xlab = "NR", col = gray(0.8), pch =1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(real_mzda), lwd =1, Ity = 1, col ="red")

> boxplot(ZA, xlab = "ZA", col = gray(0.8), pch =1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(real_mzda), lwd = 1, Ity = 1, col ="red")

> boxplot(BB, xlab = "BB", col = gray(0.8), pch =1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = ¢(minimum, maximum))

> abline(h = mean(real_mzda), lwd = 1, Ity = 1, col ="red")

> boxplot(PO, xlab = "PQ", col = gray(0.8), pch=1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = ¢(minimum, maximum))

> abline(h = mean(real_mzda), lwd = 1, Ity = 1, col ="red")

> boxplot(KE, xlab = "KE", col = gray(0.8), pch =1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(real_mzda), lwd = 1, Ity = 1, col ="red")
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Obrazok 33: Box — ploty realnych miezd v krajoch SR
Zdroj: vystup zo softvéru R

Z uvedenych grafov je zrejmé, Ze realna mzda viBaaskom kraji je vyrazne vysSia
ako v ostatnych krajoch SR. Okrem Trnavského aiaaského kraja, median reélnej mzdy

s

je vo vSetkych ostatnych krajoch nizsi ako prielfvegrafoch zvyraznengervenouciarou).

v

premennej (nezamestnariasokresoch SR) budeme postuptvavnakym spésobom.

> data = read.csv(file = "...cesta k stboru...\\sk_ data.csv",
sep =";", dec=".", header =T)
> attach(data)

> BA = subset(nezamestnanost, subset = kraj == 1)
> TT = subset(nezamestnanost, subset = kraj == 2)
> TN = subset(nezamestnanost, subset = kraj == 3)
> NR = subset(nezamestnanost, subset = kraj == 4)
> ZA = subset(hezamestnanost, subset = kraj == 5)
> BB = subset(nezamestnanost, subset = kraj == 6)
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> PO = subset(nezamestnanost, subset = kraj == 7)
> KE = subset(nezamestnanost, subset = kraj == 8)

Najprv sme si op&rozdelili Udaje za jednotlivé okresy dadpremennekraj , teda
pod’a prislusnosti okresu ku kraju v SR. Nasledne m&emistipf k vizualizacii danegj

premennej formou box — plotov.

> par(mfrow = c(1, 8))

> minimum = min(nezamestnanost)

> maximum = max(nezamestnanost)

> boxplot(BA, xlab = "BA", col = gray(0.8), pch =1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(nezamestnanost), lwd =1, Ity =1 , col =
"red")

> boxplot(TT, xlab = "TT", col = gray(0.8), pch =1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = ¢(minimum, maximum))

> abline(h = mean(nezamestnanost), lwd =1, Ity =1 , col =
"red")

> boxplot(TN, xlab = "TN", col = gray(0.8), pch=1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(nezamestnanost), lwd =1, Ity =1 , col =
"red")

> boxplot(NR, xlab = "NR", col = gray(0.8), pch =1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(nezamestnanost), lwd =1, Ity =1 , col =
"red")

> boxplot(ZA, xlab = "ZA", col = gray(0.8), pch =1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = ¢(minimum, maximum))

> abline(h = mean(nezamestnanost), lwd =1, Ity =1 , col =
"red")

> boxplot(BB, xlab = "BB", col = gray(0.8), pch=1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(nezamestnanost), lwd =1, Ity =1 , col =
"red")

> boxplot(PO, xlab = "PO", col = gray(0.8), pch =1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(nezamestnanost), lwd =1, Ity =1 , col =
"red")

> boxplot(KE, xlab = "KE", col = gray(0.8), pch=1 9, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = ¢(minimum, maximum))

> abline(h = mean(nezamestnanost), wd =1, Ity =1 , col =
"red")
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Obrazok 34: Box — ploty nezamestnanosti v krajoeh S
Zdroj: vystup zo softvéru R

Pri premennej nezamestnatioge situacia v porovnani srealnou mzdou mierne
odliSna. V Bratislavskom kraji, v ktorom boli dosafané najvysSie realny mzdy je
nezamestnanésnajnizSia. Naproti tomu v krajoch, v ktorych bal@alna mzda najnizsia
(Banskobystricky a PreSovsky), je vykazovana najeyfiezamestnanasBox — ploty sice
nie su najvhodnejSim typom grafu na odhalenie doek zavislosti X-y graf zobrazime
nizsie), napriek tomu vSak &t mieru vz'ahu medzi tymito dvoma premennymi mdzZzeme

pozorovd. Pristupme ku kvantifikacii regresného modelu.

> model = Im(real_mzda ~ hezamestnanost); summary(m odel)

Call:
Im(formula = real_mzda ~ nezamestnanost)

Residuals:
Min  1Q Median 3Q Max
-144.86 -81.57 -28.40 49.67 414.70

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 830.116 27.638 30.035 < 2e-16 *kk
nezamestnanost -13.523  1.841 -7.344 1.84e-10 *rx
Signif. codes: 0 “***' 0.001 ** 0.01 *’ 0.05 ". 0171
Residual standard error: 106.8 on 77 degrees of fre edom
Multiple R-squared: 0.4119, Adjusted R-squared: 0.4043
F-statistic: 53.94 on 1 and 77 DF, p-value: 1.841e -10
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Mézeme vidi€, Ze ak sa nezamestnaf@vysi o jeden percentualny bod, tak realna
mzda poklesne o priblizne 13 EUR. Takyto inverzeyah medzi mzdou a nezamestnaioos
sme mohli predpokladauz na zaklade box — plotov. Tentotah teda vyjadruje, Ze
v regionoch s vysSou nezamestnaioossu realne mzdy nizSie (a vice versa). Tentoedgst
je do zné&nej miery logicky. Ak by sme povazovali ponuku pranedzi jednotlivymi okresmi
za konStantnu a mieru nezamestnanosti vnimali adj@aypdopytu po praci, potom zjavne pri
vacSej miere nezamestnanosti je menSia ponuka préedaaaj redlna mzda by malatby
nizsSia. Nas regresny model tejto intuicii neodperuj

Po vyuziti Breusch — Pagan testu vSak m6zeme skondt, Ze v modeli je pritomna

heteroskedasticita.

> library(Imtest)
> bptest(model)

studentized Breusch-Pagan test

data: model
BP =5.9289, df = 1, p-value = 0.01489

Pre overenie vyznamnosti regresnych koeficientayzijgme maticu konzistentni na
pritomnos heteroskedasticity, konkrétne typ HC4 (ktory jeogthy pre mensSie vzorky,
Zeileis; 2004).

> library(sandwich)
> coeftest(model, vcov = vcovHC(model, type = "HC4" )

t test of coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t| )
(Intercept) 830.1160 41.5112 19.9974 < 2.2e-1 6 ***
nezamestnanost -13.5234  2.6035 -5.1942 1.633e-0 6 ***
Signif. codes: 0 “*** 0.001 “**' 0.01 *’ 0.05 *. 0171

Regresny koeficient pri nezamestnanosti ostavaarymy aj po oSetreni modelu na
pritomnos heteroskedasticity. Pozrime sa, ako vyzera dogkvzah medzi skiamanymi

premennymi v grafickej podobe.

> plot(real_mzda ~ nezamestnanost, xlab = "nezamest nanos t", ylab
="redlna mzda", col = "red", type = "p", pch = 19, cex.axis =
1.1, cexlab=1.2,)

> abline(model, lwd = 2, col = "blue")

> points(x = nezamestnanost[1:5], y = real_mzda[1:5 ], col =
"green”, pch=19)
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Obrazok 35: Funiny vztah medzi redlnou mzdou a nezamestnémos okresoch SR

Zdroj: vystup zo softvéru R

V uvedenom grafe sme zelenou farbou zvyraznili gkrektoré by sme mohli
povaZzovéd za extrémne. Na identifikaciu tehlych hodnét vyuzZijeme funkciu
grubbs.test() v kniznici outliers . Nevyhodou tohto testu je, Ze v nulovej hypotéze
testuje pritomnasvzdy len jednej okhhlej hodnoty. Preto po identifikovani prvého cardi
je nutné tato hodnotu odstréinia test zopakova Extrémne hodnoty sme sa rozhodli
identifikova’ na reziduach. Fhdame teda také pozorovania, pre ktoré bol modgiaca
nepresny. Drzime sa mysSlienky, Ze také pozorovampne patria do inej populacie, &ee

nas model ich nevedel dostate presne vysvetli

> rezidua <- round(residuals(model), 4)
> library(outliers)
> grubbs.test(rezidua)

Grubbs test for one outlier

data: round(rezidua, 4)
G.2 =3.9093, U = 0.8016, p-value = 0.001537
alternative hypothesis: highest value 414.6956 is a n outlier

> extrem <- ¢(414.6956)
> rezidua_ciste = rezidual!(rezidua %in% extrem)]
> grubbs.test(rezidua_ciste)
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Grubbs test for one outlier

data: rezidua_ciste
G.1=3.7083, U = 0.8191, p-value = 0.004043
alternative hypothesis: highest value 349.1507 is a n outlier

> extrem <- c(extrem, 349.1507)
> rezidua_ciste = rezidual[!(rezidua %in% extrem)]
> grubbs.test(rezidua_ciste)

Grubbs test for one outlier

data: rezidua_ciste
G.3=3.1759, U = 0.8655, p-value = 0.03995
alternative hypothesis: highest value 266.6342 is a n outlier

> extrem <- c(extrem, 266.6342)
> rezidua_ciste = rezidual[!(rezidua %in% extrem)]
> grubbs.test(rezidua_ciste)

Grubbs test for one outlier

data: rezidua_ciste
G.5=2.3729, U =0.9239, p-value = 0.6035
alternative hypothesis: highest value 179.9498 is a n outlier

> okres[rezidua %in% extrem]
[1] "OkresBratislaval" "OkresBratislavall"
"OkresBratislavalll”

Na hladine vyznamnosti 5 % sme postupne identifikiowi extrémne hodnoty.
Konkrétne ide o okresy Bratislava | az Bratislalla NaSe podozrenie sa teda nepotvrdilo
a z piatich ozn&nych pozorovani sme pomocou testu vybrali iba tri.

Nasledne kvantifikujeme model bez extréemnych hodnét

> real_mzda_cista = real_mzda[!(rezidua %in% extrem )]
> nezamestnanost_cista = nezamestnanost[!(rezidua % in% extrem)]
> model_2 = Im(real_mzda_cista ~ nezamestnanost_cis ta);

summary(model_2)

Call:
Im(formula = real_mzda_cista ~ nezamestnanost_cista )

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-133.874 -59.714 -4.018 47.764 226.760

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr lth
(Intercept) 769.96 21.85 35.241 <2e-16 ***
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nezamestnanost_cista -10.17 1.43 -7.115 6e-10 ***

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 ** 0.05 ". 0171

Residual standard error: 79.21 on 74 degrees of fre edom
Multiple R-squared: 0.4062, Adjusted R-squared: 0.3 982
F-statistic: 50.62 on 1 and 74 DF, p-value: 5.996e -10

> bptest(model_2)
studentized Breusch-Pagan test

data: model_2
BP = 3.265, df = 1, p-value = 0.07078

Hodnota odhadovaného regresného koeficientu sa neniezvysila. MnoZstvo
variability v realnej mzde, ktord sa nam modelondagrdo vysvetl, sa prakticky nezmenilo
a ostalo na40 %. Na hladine vyznamnosti= 0.05 sa heteroskedasticita v tomto modeli uz

nepreukazala. Na zaver sme sa rozhodli eStetoéesa nevytvorili nové extrémne hodnoty.

> rezidua <- round(residuals(model_2),4)
> summary(rezidua)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Ma X.
-133.900 -59.710 -4.018 0.000 47.760 226.8 00
> grubbs.test(rezidua)

Grubbs test for one outlier
data: rezidua

G.2 =2.8820, U = 0.8878, p-value = 0.1176
alternative hypothesis: highest value 226.76 is an outlier

Najprv sme si zostrojili prdiad rezidui, ktory ukazal, ze kandidatom je kladné
reziduum, 226.8. Test vSak nulovu hypotézu neveaielietnd’. Pozornémuitate’ovi zrejme
neuslo, Ze pri overovani pritomnosti extrémnychn@de potrebné skuniahodnoty tak
maximalne ako aj minimalne. My sme sa zamerne vahda tym kladnym, ké&Ze z povahy
Bratislavskeého kraja sme mali podozrenie, Ze nalemdoude okresy vtomto kraji
podhodnocova

V tomto priklade sme mali moZnbgkrem iného) vidig Ze extrémne hodnotiasto
krat ovplywviuja vysku koeficientu determinacie. Napriek skimosti, Ze podiel vysvetlenej
variability klesne po odstraneni extrémov, malisibye vZdy k tomuto kroku pristipilnak sa

moZe std, Ze nechame niekKko méalo hodnot ovplyviicely model.
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6.2 Stacionarita a kauzalita v Grangerovom zmysle

Priklad 6.7

Na zéklade nasledujuceho procesy~iid (0,1) si vygenerujte dvaasove rady
S pa&tom pozorovani 200, jeden stacionarny = 0.7x_, +w, ajeden nestacionarny
X =12x_, +w,. Tieto ¢asové rady otestujte pomocou rozSireného ADF tegfim, Ze

maximalny pdéet oneskoreni pomocnej regresii P pomocou Schwertovho pravidla

a optimalny poet oneskoreni pdd Akaikeho informéného kritéria.

Stacionarita a kauzalitav Grangerovom zmysle

Priklad 6.7 — RieSenie

Na testovanie stacionarity pomocou ADF testu vwmg funkciu ur.df()
z knizniceurca a na vypoet prislichajucichp-hodndt funkciupunitroot() . M6zeme
vidiet, Ze pri testovanéasového radu s ptom pozorovani 200, nam piad Schwertovho
kritéria vyslo 14 lagov, teda ko oneskoreni nastavime ako maximalnygegio Ked'ze
optimalny pdet lagov mame zvdli na zaklade Akaikeho informaého kritéria, tak

nastavime argument funkaelectlags = "AIC"

> library(urca)

> X = rnorm(200,0,1)

> AR_1 =filter(x, filter = ¢(0.7), method = "recur sive")

> AR_2 =filter(x, filter = ¢(1.2), method = "recur sive")

> k_max = as.integer(12*(length(AR_1)/100)*(1/4)); k_max

> 14

> p_ADF_1n = punitroot(ur.df(AR_1, type = "none", | ags = k_max,
selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length(AR_1), trend =
"nc", statistic = "t")

> p_ADF_1c = punitroot(ur.df(AR_1, type = "drift", lags = k_max,
selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length(AR_1), trend =
"c", statistic = "t")

> p_ADF_1ct = punitroot(ur.df(AR_1, type = "trend", lags =
k_max, selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length (AR_1),
trend = "ct", statistic = "t")

> p_ADF_2n = punitroot(ur.df(AR_2, type = "none", | ags = k_max,
selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length(AR_2), trend =
"nc", statistic = "t")

> p_ADF_2c = punitroot(ur.df(AR_2, type = "drift", lags = k_max,
selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length(AR_2), trend =
"c", statistic = "t")
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> p_ADF_2ct = punitroot(ur.df(AR_2, type = "trend", lags =
k_max, selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length (AR_2),
trend = "ct", statistic = "t")

> cat("AR_1", "\", p_ADF_1n, "\t", p_ADF_1c, "\t", p_ADF_1lct,
"n", "AR_2", "\t", p_ADF_2n, "\", p_ADF_2c, "\t", p_ADF_2ct,
ll\nll)

AR 1 6.993958e-05 0.001038081 0.00644825 8

AR 2 1 1 1

Pri prvom ¢asovom rade nam vo vSetkych moZnostiach (modelkbagtanty a bez
trendu, model s konStantou, model s konStantoutiegnsiom) vyslap-hodnota mensSia ako
hladina vyznamnosti 0.01, a teda nulovu hypotéexistencii jednotkového kofia mézeme
zamietndi. Pri druhomcasovom rade to vyzera tjednoznéné, nulova hypotézu zamietu
nevieme. V praxi to znamena, Ze predpokladame Qtoskosti viac uroki nevieme), Ze
¢asovy rad je nestacionarny.

Priklad 6.8

Vtomto priklade si vyskiSame testovanie stacibyjwama realnych ddajoch.
V databaze EuStockMarkets (kniznica datasets ) mame k dispozicii Udaje zo 4
eurdpskych akciovych indexov. Ide o denné uzatv@reeny indexov DAX (Nemecko), SMI
(Svagiarsko), CAC (Francuzsko) a FTSE (Anglicko) za diidood roku 1991 do roku 1998.
Z danych uzatvaracich cien vyfitajte tzv. spojité vynosy pdid vz'ahu InP../Py), kdeP; je
uzatvaracia cena indexucaset. Nasledne otestujte pomocou ADF testu,je mozné
povazovd uzatvaracie ceny a/alebo spojité vynosy tychtexod za stacionarne. Maximalny
pocet oneskoreni v pomocnych regresiach I'moop& pomocou Schwertovho pravidla

a optimalny poet oneskoreni pdd Akaikeho informéného kritéria.

Priklad 6.8 — RieSenie

Pre lepSiu predstavu o skimany&asovych radoch (najma kvoli lepSej predstave
o rozdielnosti uzatvaracich cien a spojitych vynsi ich zobrazime graficky.

> library(datasets)

> attach(data.frame(EuStockMarkets))
> rCAC = diff(log(CAC))

> rDAX = diff(log(DAX))

> rFTSE = diff(log(FTSE))

> rSMI = diff(log(SMI))

> par(mfrow = c(4, 2))
> plot(CAC, type ="I", ylab = "uzatvaracie ceny", main = "CAC -
uzatvaracie ceny", xlab = "pozorovania”, col = "blu e", lwd=2)
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> plot(rCAC, type ="I", ylab = "vynosy", main = "C
vynosy", xlab = "pozorovania", col = "red", lwd=1)
> plot(DAX, type = "I", ylab = "uzatvaracie ceny",
uzatvéaracie ceny", xlab = "pozorovania", col = "blu
> plot(rDAX, type ="I", ylab = "vynosy", main = "D
vynosy", xlab = "pozorovania”, col = "red", lwd=1)
> plot(FTSE, type ="I", ylab = "uzatvéracie ceny",
- uzatvaracie ceny", xlab = "pozorovania”, col ="
lwd=2)
> plot(rFTSE, type = "I", ylab = "vynosy", main ="
spojité vynosy", xlab = "pozorovania”, col = "red",
> plot(SMI, type ="I", ylab = "uzatvaracie ceny",
uzatvéaracie ceny", xlab = "pozorovania", col = "blu
> plot(rSMI, type ="I", ylab = "vynosy", main ="S
vynosy", xlab = "pozorovania”, col = "red", lwd=1)

AC - spojité

main = "DAX -
e", lwd=2)
AX - spojité

main = "FTSE
lue",

FTSE -
lwd=1)
main = "SMI -

e", lwd=2)
MI - spojité
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Obrazok 36: Uzatvaracie ceny a spojité vynosy skijicka indexov
Zdroj: vystup zo softvéru R

Z uvedenych grafov je zjavné, Ze uzatvaracie cdagimarne nebudd, zjavne je
pritomny rastici trend. Samozrejme, uzatvaracig/ tgnstadle mohli by stacionéarne v okoli
deterministického trendu. Na druhej strane, speyjtgosy by stacionarne tynohli. Spojité
vynosy osciluju v okoli konStanty a tak minimalrteedna hodnota sa zdatbionsStantna.
Samozrejme, Ze korektné otestovanie je nutnél’ZKepri uzatvaracich cenach je trend
zrejmy, pri ADF teste budeme uvaZdéva modeli s konStantou aj s trendom. Pri spojitych
vynosoch nemame dbévod domniévaa, Ze su rastice. Preto sme pouzili iba model

s konstantou.

| > library(urca) |
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> library(datasets)

> attach(data.frame(EuStockMarkets))

> rCAC = diff(log(CAC))

> rDAX = diff(log(DAX))

> rFTSE = diff(log(FTSE))

> rSMI = diff(log(SMI))

> k_max = as.integer(12*(length(CAC)/100)*(1/4)); k _max

[1] 24

> p_ADF_CAC = punitroot(ur.df(CAC, type = "trend", lags = k_max,
selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length(CAC), trend =
"ct", statistic = "t")

> p_ADF_DAX = punitroot(ur.df(DAX, type = "trend", lags = k_max,
selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length(DAX), trend =
"ct", statistic = "t")

> p_ADF_FTSE = punitroot(ur.df(FTSE, type = "trend" , lags =
k_max, selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length (FTSE),
trend = "ct", statistic = "t")

> p_ADF_SMI = punitroot(ur.df(SMI, type = "trend", lags = k_max,
selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length(SMI), trend =
"ct", statistic = "t")

> k_max = as.integer(12*(length(rCAC)/100)"(1/4)); k_max

[1] 24

> p_ADF_rCAC = punitroot(ur.df(rCAC, type = "drift" lags =
k_max, selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length (rCAC)
trend = "ct", statistic = "t")

> p_ADF_rDAX = punitroot(ur.df(rDAX, type = "drift" lags =
k_max, selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length (rDAX)
trend = "ct", statistic = "t")

> p_ADF_rFTSE = punitroot(ur.df(rFTSE, type = "drif t", lags =
k_max, selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length (rFTSE),
trend = "ct", statistic = "t")

> p_ADF_rSMI = punitroot(ur.df(rSMI, type = "drift" , lags =
k_max, selectlags = "AIC")@teststat [1], N = length (rSMI),
trend = "ct", statistic = "t")

> results[1,] <- c(p_ADF_CAC, p_ADF_DAX, p_ADF_FTSE , P_ADF_SMI)

> results[2,] <- c(p_ADF_rCAC, p_ADF _rDAX, p_ADF_rF TSE,
p_ADF_rSMI)

> results

CAC DAX FTSE SMI
ceny 9.924439e-01 9.962897e-01 5.22122e-01 9.9375 17e-01
vynosy 6.388754e-58 6.388754e-58 1.68316e-23 6.3887 54e-58

Z uvedenych vysledkov vyplyva, Ze uzatvaracie cekiymanych akciovych indexov
nie su stacionarne, #ée ani vjednom pripade sme nulovl hypotézu oexast
jednotkového kornga nevedeli zamietniu Opana situacia je v pripade spojitych vynosov, kde
je mozné nulovu hypotézu zamietnpri vSetkych indexoch. Tietdasové rady tak mézeme

povazovd za stacionarne.

335



Priklad 6.9
V tomto priklade op@pouzite databazeuStockMarkets  (kniZznicadatasets ).
Teraz vSak otestujte uzatvaracie ceny indexov apm)ité vynosy s pomocadialSich¢asto
pouzivanych testov z kniZnicerca , konkrétneERS test (Elliott et al., 1996),PP test
(Phillips — Perron, 1988) KPSS test(Kwiatkowski et al., 1992). Po porovnani vysledkov
z tychto troch testov eSte na zaver otestujte pom@® testu (Zivot — Andrews, 1992) tie
premenné, ktoré nebudete nidpovazovd za stacionarne. Zhodtte, ¢i ich mozete

povaZovd za stacionarne so Strukturalnym zlomom.

Priklad 6.9 — RieSenie

Zacnime najprv funkciowr.ers() , pomocou ktorej vieme vygdat’ dva typy ERS
testov: P-test a DF-GLS test. Kritické hodnoty pfe-GLS test s konStantou a trendom su: —
3.48 (1 %), —2.89 (5 %), —2.57 (10 %). Kritické hoty pre P-test s konStantou a trendom su:
3.96 (1 %), 5.62 (5 %), 6.89 (10 %). K tymto krkyen hodnotam sa viemi&hko dosté po
spusteni testu cez funkceummary() , naprikladsummary(ers_DAX) , alebo v tomto
konkréthom pripade pomocou prikaass_ DAX@cval , ktory vréati vektor kritickych

hodnot.

> library(datasets)
> library(urca)
> attach(data.frame(EuStockMarkets))

> k_max = as.integer(12*(length(CAC)/100)"(1/4)); k _max
[1] 24
> ers_CAC = ur.ers(CAC, type = "DF-GLS", model ="t rend",

lag.max = k_max); ers_CAC
HHHH I HHH HHHHH
# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #
HHHHH T HHH HHHHH
The value of the test statistic is: -0.4678

> ers_DAX = ur.ers(DAX, type = "DF-GLS", model ="t rend”,
lag.max = k_max); ers_DAX

HHH T T R T R T R R R
# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #
HH T T T R T R R R

The value of the test statistic is: -0.0377
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>ers_FTSE = ur.ers(FTSE, type = "DF-GLS", model = "trend",
lag.max = k_max); ers_FTSE
HHHHH T HHH HHHHH
# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #
HHH R R R R R R R R HHHHHHH R
The value of the test statistic is: -1.3004
> ers_SMI = ur.ers(SMI, type = "DF-GLS", model ="t rend”,
lag.max = k_max); ers_SMi
HHHH T HHH HHHHH
# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #
HHHH T HHH HHHHH
The value of the test statistic is: -0.1747

VSetky testovacie Statistiky su d&e ako lavostranné kritické hodnoty. Z tohto
dovodu sme ani vjednom ztychto pripadov nevedamietnd nulovd hypotézu
o stacionarite premennych. Upo#ojeme, Ze pri funkciur.ers() , pomocné regresie sa
odhadovali s p&tom oneskoreni zavislej premennej na Urdimiax Takato vdéba va&Sinou

vedie k slabSej sile testov. Pri pouZiti nasledelfiecP-testu zrejme nebudu vysledky odliSné.

> ers_CAC = ur.ers(CAC, type = "P-test", model ="t rend",
lag.max = k_max); ers_CAC
HHHHH T HHH HHHHH
# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #
HHHHH R R R R R R R R FHHHHH TR
The value of the test statistic is: 42.0187
> ers_DAX = ur.ers(DAX, type = "P-test”, model ="t rend”,
lag.max = k_max); ers_DAX
HHHH I HHH HHHHH
# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #
HHHHH T HHH HHHHH
The value of the test statistic is: 75.8729
> ers_FTSE = ur.ers(FTSE, type = "P-test", model = "trend",
lag.max = k_max); ers_FTSE
HHH R R R R R R R R HHHHHH R
# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #
HHHHH T HHH HHHHH
The value of the test statistic is: 23.1932
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> ers_SMI = ur.ers(SMI, type = "P-test", model ="t rend",
lag.max = k_max); ers_SMI

HHHHHHH T R R R HHHBHHH ]
# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #
R R T A e R T R R R R FHERR

The value of the test statistic is: 72.0248

Pri P-teste su zas vSetky testovacie Statistiky anoboru kritickych hodnét (ide
taktieZ olavostranny test), takZze apéevieme zamietrtunulovd hypotézu o nestacionarite
¢asovych radov. Uzatvaracie ceny tak stale povazipamestacionarne.

V predchadzajucom priklade nam vysSlo, Ze po transhgii uzatvaracich cien
indexov na spojité vynosy uz dostdvame staciondasevé rady. VyskuSajméi ERS test
potvrdi dané zistenie. Kritické hodnoty pre DF-GieSt s konStantou su: —2.57 (1 %), —1.94
(5 %), —1.62 (10 %).

> ICAC = diff(log(CAC))
> rDAX = diff(log(DAX))

> rFTSE = diff(log(FTSE))
> rSMI = diff(log(SMI))

> k_max = as.integer(12*(length(rCAC)/100)"(1/4)); k_max
[1] 24
> ers_rCAC = ur.ers(rCAC, type = "DF-GLS", model = "constant”,

lag.max = k_max); ers_rCAC

HH T T T R T T R R IR
# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #
HH T T T R T T R R IR

The value of the test statistic is: -1.5089

> ers_rDAX = ur.ers(rDAX, type = "DF-GLS", model = "constant”,
lag.max = k_max); ers_rDAX

R R T A e R T R R R R FHERR
# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #
HHHHHHH I R R HHHBHHH ]

The value of the test statistic is: -1.8191

> ers_rFTSE = ur.ers(rFTSE, type = "DF-GLS", model = "constant",
lag.max = k_max); ers_rFTSE

M T T R HHH
# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #
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HHHHH T HHH HHHHH

The value of the test statistic is: -1.7819

> ers_rSMI = ur.ers(rSMI, type = "DF-GLS", model = "constant”,
lag.max = k_max); ers_rSMI

HHH R R R R R R R R HHHHH R

# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #

HHH R R R R R R R R HHHHHH R

The value of the test statistic is: -2.7413

Pri DF-GLS teste s konStantou sme nulovu hypotézvedeli zamietnil v pripade
spojitych vynosov indexu CAC, pri indexoch DAX a$#H mbézeme nulovl hypotézu
zamietnd na hladine vyznamnosti 10 % a pri indexe SMI m&Zeimojité vynosy povazova
za stacionarne na hladine vyznamnosti 1 %.

Pri P-teste s konStantou sme vo vSetkych pripadatii zamietnd nulovu hypotézu,

a teda vSetkyasové rady spojitych vynosov mézeme povaZme stacionarne na hladine
vyznamnosti 1 %. Kritické hodnoty pre P-test s kantou su: 1.99 (1 %), 3.26 (5 %), 4.48
(10 %).

> ers_rCAC = ur.ers(rCAC, type = "P-test", model = "constant”,
lag.max = k_max); ers_rCAC

HHH R R R R R R R FHHHHH TR

# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #

HHH R R R R R R R HHHHHH R

The value of the test statistic is: 0.0796

> ers_rDAX = ur.ers(rDAX, type = "P-test", model = "constant”,
lag.max = k_max); ers_rDAX

HHHH I HHH HHHHH

# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #

HHHH I HHH HHHHH

The value of the test statistic is: 0.0798

> ers_rFTSE = ur.ers(rFTSE, type = "P-test", model = "constant"”,
lag.max = k_max); ers_rFTSE

HHH R R R R R R R R HHHHHH R

# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #

HHHHH T HHH HHHHH

The value of the test statistic is: 0.0423
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> ers_rSMI = ur.ers(rSMlI, type = "P-test", model = "constant”,
lag.max = k_max); ers_rSMi

HHAHHHHAH AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR HHARHRARR

# Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root / Cointegr ation Test #
M T T HHH T

The value of the test statistic is: 0.0378

V tomto priklade sme mohli vidie Ze pouzitim réznych testov, vysledky nemusié by
celkovo jednozné. Takato situacia vSak v praxi samozrejme mozakmat. Preto je
vhodné kombinoua vzdy viacero testov a pridapripadne eSte KPSS test, ktory ma
nestacionaritu v alternativnej hypotéze.

Pozrime sa teda na vysledkylalSieho (v&mi ¢asto pouzivaného) testu, konkrétne
Phillips — Perron testu (PP test). Pre zjednodeSbodeme uvadfden vysledky preé'zZ-
tau" Statistiky. Poet oneskoreni stanovime pad klasického Schwertovho kritéria

(pomocou argumentu funkciags = "long" ).

> library(datasets)
> library(urca)
> attach(data.frame(EuStockMarkets))

> pp_CAC = ur.pp(CAC, type = "Z-tau", model = "tren d", lags =
"long", use.lag = NULL); pp_CAC

HHH R T T T T
# Phillips-Perron Unit Root / Cointegration Test #
HHH T T T T

The value of the test statistic is: -0.2392
> pp_DAX = ur.pp(DAX, type = "Z-tau", model = "tren d", lags =
"long", use.lag = NULL); pp_DAX

R R T A e R T R e R T R
# Phillips-Perron Unit Root / Cointegration Test #

R R T A e R T R e R T R
The value of the test statistic is: -0.4263

> pp_FTSE = ur.pp(FTSE, type = "Z-tau", model = "tr end", lags =
"long", use.lag = NULL); pp_FTSE

HH T T R R T
# Phillips-Perron Unit Root / Cointegration Test #
HH T T T O R T

The value of the test statistic is: -1.8744
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> pp_SMI = ur.pp(SMI, type = "Z-tau", model = "tren d", lags =
"long", use.lag = NULL); pp_SMI

HHHAHHHHRH AR HH AR AR AR

# Phillips-Perron Unit Root / Cointegration Test #
HHHH T T

The value of the test statistic is: -0.2679

Kritické hodnoty ziskame pomocou prikagp CAC@cval (ked’ze casové rady su
rovnako dlhé, kritické hodnoty su rovnaké pre vgegremenné). Dostaneme vektor

kritickych hodnét pre vyznamnosti 1 %, 5 % a 10 %.

> pp_CAC@cval
lpct  5pct  10pct
critical values -3.968307 -3.414778 -3.129203

Na zaklade tychto kritickych hodn6t mézeme wdige ani jeden z akciovych indexov
nemdzeme povazovaa stacionarny, ke ani v jednom pripade nevieme zamiétnulovu

hypotézu. Pozrime sa eSte na vysledky pre spojitésy.

> pp_rCAC = ur.pp(rCAC, type = "Z-tau", model = "co nstant", lags
="long", use.lag = NULL); pp_rCAC

R R T R A e R T R e R T R
# Phillips-Perron Unit Root / Cointegration Test #
HHHHHH R T R

The value of the test statistic is: -41.8419

> pp_rDAX = ur.pp(rDAX, type = "Z-tau", model = "co nstant", lags
="long", use.lag = NULL); pp_rDAX

R R T R A e R T R e R T R
# Phillips-Perron Unit Root / Cointegration Test #
R R T A e R T R e R T R

The value of the test statistic is: -43.0781

> pp_rFTSE = ur.pp(rFTSE, type = "Z-tau", model =" constant”,
lags = "long", use.lag = NULL); pp_rFTSE

HHHH T HHH R
# Phillips-Perron Unit Root / Cointegration Test #

HHHHH R R R R R R R
The value of the test statistic is: -39.1084

> pp_rSMI = ur.pp(rSMI, type = "Z-tau", model = "co nstant”, lags
="long", use.lag = NULL); pp_rSMI
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HHH T T T T T T T
# Phillips-Perron Unit Root / Cointegration Test #
HH T T T R T T

The value of the test statistic is: -40.9957

Kritické hodnoty pre spojité vynosy su len mierrdli&né (ide o jedno pozorovanie

kratSiecasove rady):

> pp_rCAC@cval
lpct  5pct  10pct
critical values -3.436737 -2.863576 -2.567875

Pri spojitych vynosoch sa teda d@pgotvrdilo, Ze tietocasové rady uz mézeme
povazovd za stacionarne. Posledny test, ktory by sme vdagoniklade mali eSte vyskiuSa
z knizniceurca je KPSS test. Tento test je odliSny od predchddazthy dvoch v tom, Ze
v nulovej hypotéze séasové rady povaZzované za stacionarne.
KPSS test je v kniZznicurca dostupny prostrednictvom funkcig.kpss() . Aj
v tomto pripade budeme pre ceny akcii uvaZavanodeloch s konstantou a s trendom a pri

spojitych vynosoch o modeloch s konStantou.

> library(datasets)
> library(urca)
> attach(data.frame(EuStockMarkets))

> pp_CAC = ur.kpss(CAC, type = "tau", lags = "long , use.lag =
NULL); pp_CAC

BHHH B
# KPSS Unit Root / Cointegration Test #

BHHH
The value of the test statistic is: 1.2285

> pp_DAX = ur.kpss(DAX, type = "tau", lags = "long" , use.lag =
NULL); pp_DAX

HHEHH R
# KPSS Unit Root / Cointegration Test #
B
The value of the test statistic is: 1.3619

> pp_FTSE = ur.kpss(FTSE, type = "tau", lags = "lon g", use.lag =
NULL); pp_FTSE

HARHHHHAHAR AR AR AR
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# KPSS Unit Root / Cointegration Test #
HH T T T T

The value of the test statistic is: 1.3513

> pp_SMI = ur.kpss(SMI, type = "tau”, lags = "long" , use.lag =
NULL); pp_SMiI

R R R T A e R R A e
# KPSS Unit Root / Cointegration Test #
R R R T A e R R R e

The value of the test statistic is: 1.4049

Kritické hodnoty pre KPSS test vieme zitkavnako ako pri PP teste:

> pp_CAC@cval
10pct 5pct 2.5pct 1pct
critical values 0.119 0.146 0.176 0.216

Pri vSetkych indexoch mézZeme zamigtnaulovd hypotézu o stacionarite ich
uzatvaracich cien a prijalternativnu, teda Ze daté@sové rady nie su stacionarnedke uz
predpokladdme na zéklade predchadzajlcich teswmspbjité vynosy stacionarne su, pri
tomto teste by sme nulovl hypotézu zamiétnamali. AZ na pripad spojitych vynosov pri
akciovom indexe DAX, sme pre vSetky testy nevedsdimietnd nulovd hypotézu
o stacionarite. Aj v pripade akciového indexu DAXes zamietli nulova hypotézu iba na

hladine vyznamnosti = 0.10.

> ICAC = diff(log(CAC))
> rDAX = diff(log(DAX))

> rFTSE = diff(log(FTSE))
> rSMI = diff(log(SMI))

> pp_rCAC@cval
10pct 5pct 2.5pct 1pct
critical values 0.347 0.463 0.574 0.739
> pp_rCAC = ur.kpss(rCAC, type = "mu", lags = "long , use.lag =
NULL); pp_rCAC

R R R A e e R R A e
# KPSS Unit Root / Cointegration Test #
R R R A e e R R A e

The value of the test statistic is: 0.3231

> pp_rDAX = ur.kpss(rDAX, type = "mu", lags = "long ", use.lag =
NULL); pp_rDAX
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HH T T T T
# KPSS Unit Root / Cointegration Test #
HH T T T T

The value of the test statistic is: 0.4151

> pp_rFTSE = ur.kpss(rFTSE, type = "mu", lags = "lo ng", use.lag
= NULL); pp_rFTSE

R R R T A e R R R e
# KPSS Unit Root / Cointegration Test #
R R R R A e i R R e

The value of the test statistic is: 0.076

> pp_rSMI = ur.kpss(rSMI, type = "mu", lags = "long ", use.lag =
NULL); pp_rSMi

R R R R A e i R R e
# KPSS Unit Root / Cointegration Test #
R R R T A e R R R e

The value of the test statistic is: 0.271

Na zaver si vyskuSajme eSte jeden Specificky té&sizniceurca , ktory umo#uje pri
testovani jednotkového kar@ (nulovd hypotéza) pritomnbsendogénne deného
Strukturalneho zlomu v konsStante, v trende alebastante aj v trende &asne. Ide o Zivot —
Andrews (1992) test (ZA test), ktory je v tejto kmici dostupny prostrednictvom funkcie
ur.za() .Poda zadanie mame otestoMa len uzatvaracie ceny.

Pre zjednoduSenie povolime zlom v konStante agnde (hodel = "both” ). Ak
by sme chceli zahrwd zlom len v konStante, argument nastavime madel =

"intercept” a ak len v linearnom trende tatodel = "trend"” ).

> library(datasets)
> library(urca)
> attach(data.frame(EuStockMarkets))

> k_max = as.integer(12*(length(CAC)/100)*(1/4)); k __max
[1] 24
> za_CAC = ur.za(CAC, model = "both", lag = k_max); za_CAC

T S R T R T T B e R T
# Zivot-Andrews Unit Root / Cointegration Test #
HHHHHH T

The value of the test statistic is: -3.6032
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> za_DAX = ur.za(DAX, model = "both", lag = k_max); za_DAX
HHHHH R

# Zivot-Andrews Unit Root / Cointegration Test #

HHHHH R

The value of the test statistic is: -3.9036

> za_FTSE = ur.za(FTSE, model = "both", lag = k_max ); za_FTSE
HHHHH R R R R R R R R

# Zivot-Andrews Unit Root / Cointegration Test #

HHHHH R

The value of the test statistic is: -3.7842

> za_SMI = ur.za(SMI, model = "both", lag = k_max); za_SMI
HHHHH R R R R R R R R

# Zivot-Andrews Unit Root / Cointegration Test #

HHHHH R R R R R R R

The value of the test statistic is: -3.9713

Kritické hodnoty su nasledujuce (prvylen vektora je kritickd hodnota pri
vyznamnosti 1 %, potom nasleduje vyznamn®$6 a poslednylen je kriticka hodnota pri

vyznamnosti 10 %):

>za CAC@cval
[1] -5.57 -5.08 -4.82

Z uvedenych vysledkov teda vyplyva, Ze uzatvaracemy indexov nemézeme
povazovéd za stacionarne ani po zahrnuti Strukturalneho walomri pouziti funkcie
summary() moézeme vidié kompletné vysledky spolu s identifikovanym zlomoked'ze
vSak mame 4 premenné, tak pre lepSiu faehos je zrejme jednoduchSie vyuiZi

nasledujuce prikazy:

> za_CAC@bpoint
[1] 1292

> za_ DAX@bpoint
[1] 1309

> za_FTSE@bpoint
[1] 1255

> za_SMI@bpoint
[1] 1314

Vel'mi jednoducho je potom mozné tieto identifikovanénzy nanie§ aj do grafu

uzatvaracich cien:
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> par(mfrow = ¢(2,2))

> plot(CAC, type ="I", ylab = "uzatvaracie ceny",
xlab = "pozorovania”, col = "blue", lwd=2)
> abline(v = za_ CAC@bpoint, Ity=3, lwd=2, col = "re

> plot(DAX, type ="I", ylab = "uzatvaracie ceny",
xlab = "pozorovania”, col = "blue", lwd=2)
> abline(v = za_ DAX@bpoint, Ity=3, lwd=2, col = "re

> plot(FTSE, type ="I", ylab = "uzatvéracie ceny",
"FTSE", xlab = "pozorovania", col = "blue", lwd=2)
> abline(v = za_ FTSE@bpoint, Ity=3, lwd=2, col ="r

> plot(SMI, type = "I", ylab = "uzatvaracie ceny",
xlab = "pozorovania”, col = "blue", lwd=2)
> abline(v = za_SMI@bpoint, Ity=3, lwd=2, col = "re

main = "SMI",

@)
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Obréazok 37: Strukturalne zlomy identifikované pomo&A testu

Zdroj: vystup zo softvéru R

Je na Skodu, Ze pouzité udaje neobsahuju presngygainak by sme vedeli poveta
uplne presne, kedy doSlo k danym Strukturalnym plemVidime vSak, Ze ich vyskyt je do
znanej miery podobny pri vSetkych skimanych indexdehiblizne ide o rok 1997, kedy
akciové trhy za&ali prudSie ré& Uvedené obdobie sa spaja s tzv. dot.com bublikedy sa
akcie technologickych firiem do z&ej miery nadhodnocovali. ISlo prevazne o podniky
z USA avsak akciové trhy vyspelych krajin EU bdtiwtoméase z vikej ¢asti integrované
s ostatnymi vyspelymi trhmi. Ak by sme mali k digpmi dihSie casové obdobie, mohli by
sme pozorova pokles vsetkych tychto vyspelych trhov od roku @0Redy Spekulativha
bublina praskla.

Priklad 6.10

V tomto priklade budeme pracava Gdajmi z prebiehajicej dlhovej krizy v EU.
Z volne dostupnych zdrojov je mozné stiahnidaje za ukazovdteD/HDP, teda pomer
Statneho dlhu a hrubého domaceho produktu krayirgn@l.debt-to-GDP ratid. K dispozicii
mame Udaje z databazy Eurostat, za obdobie odadtdkw 2000 do 3. kvartalu 2018 je 40
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pozorovani pre kazdu krajinu. Pre konkrétne udapipPriklad 7.6 v Lyocsa et al. (2013).
Zvolili sme krajiny, o ktorych sa predpokladé vyskyoblémov s vySkou Statneho dihu. Tieto
krajiny si znadme pod mierne degradujucim akronymBitGGS" — Portugal (Portugalsko),
Ireland (irsko),ltaly (Taliansko),Greece (Grécko)Great Britain (Vé&ka Britania),Spain
(Spanielsko).

V predchadzajucom priklade sme si ukazali, Ze jeZméovyuzi ZA test na
identifikaciu Strukturalnych zlomov. Otestujt&, je mozné povaZovatieto premenné za
stacionarne so zlomom (aj®kename mensi @t pozorovani) a zistite, kde sa nachadzaju

Strukturélne zlomy.

Priklad 6.10 — RieSenie

Predtym ako pristupime k testovaniu stacionatiagovych radov, je vzdy vhodné
pozri@® sa na ich grafickl vizualizaciu. Pri tychto Uddjoe zaujimave sledovazmenu
vtrende. Ak by sme vygitali jednoduchu linearnu regresiu, mohli by smelieti, Ze
koeficient pricasovom trende sa do zmej miery zmenil od roku 2008. Inymi slovami, rast
verejného dihu v pomere k HDP sa v danom obdobéa@allhovej krizy v EU) vyrazne
zvySoval. Linearnu regresiu v tvaHDP; = Sy + fit + & vypcitame pomocou funkcie
Im() pre kazdu krajinu vo vzorke atrend nanesieme diowého grafu (presnejSie tzv.

vyrovnané hodnoty, v anditted valuey.

> data = read.csv(file = "...cesta k suboru...\\deb t_gdp.csv",
sep ="}", dec =".", header =T)

> attach(data)

> library(zoo)

> par(mfrow = ¢(3,2))

> plot(x = time[1:40], y = Portugal[1:40], type =" p", main =
"Portugal”, col = "black", pch = 19, xaxt ="n", yl ab =
"D/HDP", xlab =" ¢as", xlim = ¢(1, max(time)), ylim =

c(min(Portugal), max(Portugal)))
> axis(side = 1, at = time, labels = obs)
> trend_1 = Im(Portugal[1:29] ~ time[1:29])$fitted
> trend_2 = Im(Portugal[30:40] ~ time[30:40])$fitte d
> line_trend_1 = zoo(trend_1,time[1:29])
> line_trend_2 = zoo(trend_2,time[30:40])
> lines(line_trend_1,type="1",col=3,Ity=2,lwd=2)
> lines(line_trend_2,type="1",col=2,Ity=2,lwd=2)

> plot(x = time[1:40], y = Ireland[1:40], type ="p ", main =
"Ireland", col = "black”, pch = 19, xaxt ="n", yla =
"D/HDP", xlab =" ¢as", xlim = ¢(1, max(time)), ylim =

c(min(Ireland), max(Ireland)))
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> axis(side = 1, at = time, labels = obs)

> trend_1 = Im(Ireland[1:29] ~ time[1:29])$fitted

> trend_2 = Im(Ireland[30:40] ~ time[30:40])$fitted
> line_trend_1 = zoo(trend_1,time[1:29])

> line_trend_2 = zoo(trend_2,time[30:40])

> lines(line_trend_1,type="1",col=3,Ity=2,lwd=2)

> lines(line_trend_2,type="1",col=2,Ity=2,lwd=2)

> plot(x = time[1:40], y = Italy[1:40], type = "p",
"Italy”, col = "black”, pch = 19, xaxt = "n", ylab
xlab =" ¢as", xlim = c(1, max(time)), ylim = c(min(ltaly),
max(Italy)))

> axis(side = 1, at = time, labels = obs)

> trend_1 = Im(ltaly[1:29] ~ time[1:29])$fitted

> trend_2 = Im(Italy[30:40] ~ time[30:40])$fitted

> line_trend_1 = zoo(trend_1,time[1:29])

> line_trend_2 = zoo(trend_2,time[30:40])

> lines(line_trend_1,type="1",col=3,Ity=2,lwd=2)

> lines(line_trend_2,type="1",col=2,Ity=2,lwd=2)

> plot(x = time[1:40], y = Greece[1:40], type = "p"
"Greece", col = "black", pch = 19, xaxt ="n", ylab
xlab =" ¢as", xlim = c(1, max(time)), ylim = c(min(Greece),
max(Greece)))

> axis(side = 1, at = time, labels = obs)

> trend_1 = Im(Greece[1:29] ~ time[1:29])$fitted

> trend_2 = Im(Greece[30:40] ~ time[30:40])$fitted

> line_trend_1 = zoo(trend_1,time[1:29])

> line_trend_2 = zoo(trend_2,time[30:40])

> lines(line_trend_1,type="1",col=3,Ity=2,lwd=2)

> lines(line_trend_2,type="1",col=2,Ity=2,lwd=2)

> plot(x = time[1:40], y = Great.Britain[1:40], typ
= "Great Britain", col = "black”, pch = 19, xaxt =
"D/HDP", xlab =" ¢as", xlim = c(1, max(time)), ylim =
c(min(Great.Britain), max(Great.Britain)))

> axis(side = 1, at = time, labels = obs)

> trend_1 = Im(Great.Britain[1:29] ~ time[1:29])$fi

> trend_2 = Im(Great.Britain[30:40] ~ time[30:40])$

> line_trend_1 = zoo(trend_1,time[1:29])

> line_trend_2 = zoo(trend_2,time[30:40])

> lines(line_trend_1,type="1",col=3,Ity=2,lwd=2)

> lines(line_trend_2,type="1",col=2,Ity=2,lwd=2)

> plot(x = time[1:40], y = Spain[1:40], type = "p",
"Spain”, col = "black”, pch = 19, xaxt = "n", ylab
xlab =" ¢as", xlim = c(1, max(time)), ylim = c(min(Spain),
max(Spain)))

> axis(side = 1, at = time, labels = obs)

> trend_1 = Im(Spain[1:29] ~ time[1:29])$fitted

> trend_2 = Im(Spain[30:40] ~ time[30:40])$fitted

> line_trend_1 = zoo(trend_1,time[1:29])

> line_trend_2 = zoo(trend_2,time[30:40])

> lines(line_trend_1,type="1",col=3,Ity=2,lwd=2)

tted
fitted
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| > lines(line_trend_2,type="1",col=2,lty=2,lwd=2)
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Obrazok 38: Vyvoj ukazovaitev D/HDP v krajinach PIIGGS
Zdroj: vystup zo softvéru R

Pritomnos Strukturalneho zlomu je z uvedenych obrazkov zéejionkrétne ide

0 zmenu Vv trende. Ztoho dbévodu nastavime potrednggment vo funkciaur.za()

model = "trend"

na

> data = read.csv(file = "...cesta k stboru...\\deb
sep=";",dec =".", header = T)

> attach(data)

> library(urca)

> k_max = as.integer(12*(length(time)/100)"(1/4));
[1]9

t_gdp.csv",

350



> za_Portugal = ur.za(Portugal, model = "trend", la
za_Portugal

HH TR T
# Zivot-Andrews Unit Root / Cointegration Test #
T S T T R T T B e R T

The value of the test statistic is: -2.0554

> za_lreland = ur.za(Ireland, model = "trend", lag
za_lreland

HH T T R T R T R T
# Zivot-Andrews Unit Root / Cointegration Test #
HH T R T R R T

The value of the test statistic is: -2.3039

> za_ltaly = ur.za(Italy, model = "trend", lag = k_
za_ltaly

R S R T e R T T B e R T
# Zivot-Andrews Unit Root / Cointegration Test #
HH T T

The value of the test statistic is: -4.8542

> za_Greece = ur.za(Greece, model = "trend", lag =
za_Greece

R S T R T T B e R T
# Zivot-Andrews Unit Root / Cointegration Test #
R S T T R R T B e R T

The value of the test statistic is: -3.2637

> za_Great.Britain = ur.za(Great.Britain, model ="
k_max); za_Great.Britain

HH T T R T R T T
# Zivot-Andrews Unit Root / Cointegration Test #
HH R T R T T

The value of the test statistic is: -6.9259

> za_Spain = ur.za(Spain , model = "trend", lag = k
za_Spain

HH T T TR T R T T
# Zivot-Andrews Unit Root / Cointegration Test #
HH O T R T R T T

The value of the test statistic is: -3.2929

= k_max);

k_max);

trend", lag =

_max);
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> za_Portugal@cval
[1] -4.93 -4.42 -4.11

Bez transformaci€asovych radov (na logaritmické diferencie) mbzenudev, ze
v pripade Vékej Britanie a Talianska moézeme po zahrnuti Stmdtieho zlomu hovofi
o stacionarnych ukazovdteh D/HDP. Aj vziiadom na nizky pfet pozorovani je tento
vysledok mierne prekvapujici. Pri takychto Udajdishbolo samozrejme vhodnejSie pauzi
panelovy test. Nas v tomto bode bude zaujimiaje mozné pouZi ZA test na identifikaciu
Strukturalnych zlomov, resp. ako presne ZA testyddom uki. Zamerne sme totiz vybrali

udaje, kde je zlom v trende Gplne zrejmy.

> par(mfrow = c(3, 2))

> plot(Portugal, type ="I", ylab = "D/GDP", main = "Portugal”,
xlab = "pozorovania”, col = "blue", lwd=2)

> abline(v = za_Portugal@bpoint, Ity=3, lwd=2, col ="red")

> plot(lreland, type ="I", ylab = "D/GDP", main = "Ireland"”,
xlab = "pozorovania”, col = "blue", lwd=2)

> abline(v = za_Ireland@bpoint, Ity=3, lwd=2, col = "red")

> plot(ltaly, type ="I", ylab = "D/GDP", main = "I taly", xlab =
"pozorovania”, col = "blue", lwd=2)

> abline(v = za_ltaly@bpoint, Ity=3, Iwd=2, col =" red")

> plot(Greece, type ="I", ylab = "D/GDP", main =" Greece", xlab
= "pozorovania", col = "blue", lwd=2)

> abline(v = za_Greece@bpoint, Ity=3, lwd=2, col = "red")

> plot(Great.Britain, type ="I", ylab = "D/GDP", m ain = "Great
Britain", xlab = "pozorovania”, col = "blue”, lwd=2 )

> abline(v = za_Great.Britain@bpoint, Ity=3, lwd=2, col ="red")

> plot(Spain, type ="I", ylab = "D/GDP", main ="S pain", xlab =
"pozorovania”, col = "blue", lwd=2)

> abline(v = za_Spain@bpoint, Ity=3, lwd=2, col =" red")
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Obrézok 39: Strukturalne zlomy identifikované pomo@A testu

Zdroj: vystup zo softvéru R

Pozn.: pri Portugalsku sme do grafu naniesli zl&tory bol identifikovany v strednej hodnote (prisiy

argument funkcie ur.za() bol zvoleny na model #€eticept").

Pri Taliansku, Grécku, \f&ej Britanii a Spanielsku nam ZA test ¢ilr poziciu
Strukturalneho zlomu v trende celkom presne. Vamtépirska je odhadnuty zlom aZ ku koncu
sledovaného obdobia a rovnaka situacia by bolamjpade Portugalska (keby sme sa do
grafu nerozhodli naniészlom v strednej hodnote, &&e ten sa javil ako presnejsi). ZA test
teda je mozné pouzna endogénnu identifikaciu zlomov, ale ako mézemdet, nie vzdy su

vysledky Uplne presneé.
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Priklad 6.11
V databazeCommodities z knizniceFitAR suU dostupné uzatvaracie (angbse,
najvyssie (anglhigh) a najnizSie (angllow) denné ceny r6znych komodit. Otestuijte,
uzatvaracie ceny zlata su stacionarne, pripadnesy stacionarne po transformacii na
logaritmické diferencie.
Priklad 6.12
V tomto priklade vyuZijeme Udaje zo 4 eurdpskycltiakych indexov, ktoré su
dostupné v databazEuStockMarkets  (kniZnica datasets ). lde o denné uzatvaracie
ceny indexov DAX (Nemecko), SMI (Swégrsko), CAC (Francuizsko) a FTSE (Anglicko) za
obdobie od roku 1991 do roku 1998. Najprv z udajgpciitajte tzv. spojité vynosy pdd
vztahu InPw1/Py), kde P, je uzatvaracia cena indexuwaset. Nasledne zistiteli priemerny
denny vynos tychto indexov je mensi ako 0.1 %.
Priklad 6.13
Vygenerujte dvacasové rady (s mbom pozorovani 500), konkrétne nahodné
prechadzky s posunom (anghndom walk with driftx, = #+x_, +w,. Posun zvtte na
arovni 0.1. Na z&klade jednoduchej simuldcie s S5@aciami regresnych modelov
vytvorenych z tychto dvoch premennych sa pokusgit'’ziv kolkych pripadoch ziskate
Statisticky vyznamny regresny koeficienty (z regresie y, = S, + Bix + &) aoverte
praktické pravidlo identifikacie faloSnej regresiea zaklade koeficientu determinacie

a Durbin — Watson Statistiky.

Priklad 6.13 — RieSenie

Okrem toho, Ze méame ziétiv kor'kych pripadoch dostaneme vyznamny regresny
koeficient z regresie ndhodne vygenerovanyaelovych radov, pozrieme sa aj naalz

medzi koeficientom determinacie a Durbin — Watsatistikou.

> rm(list = Is())
> library(Imtest)

>r2s =¢()

> dwt_stats = ¢()
> dwt_pvals = ¢()
> tstats = ¢()

> pvs = c()

> for (c in 1:500) {
+  x=0.1*1:500)+cumsum(rnorm(500,0,1))
+ y=0.1*1:500)+cumsum(rnorm(500,0,1))
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model = Im(y~x)

dwt = dwtest(model)

sumr = summary(model)

n = length(x)

es = resid(model)

s = sqrt(sum(es”2)/(n-2))

b1 = model$coefficients[2]

SE = s/sqrt(sum((x-mean(x))"2))

t = ((b1-(0))/SE)

pv = 2*pt(abs(t), n-2, lower.tail = FALSE)
r2s = c(r2s, sumr$r.squared)
dwt_stats = c(dwt_stats, dwt$statistic)
dwt_pvals = c(dwt_pvals, dwt$p.value)
tstats = c(tstats, t)

pvs = c(pvs, pv)

+ + ++ A+ A+ A+ A+

+}
> df = data.frame(r2s, dwt_stats, dwt_pvals, tstats , pvS)
> summary(df)

r2s dwt_stats dwt_ pvals
Min. :0.001965 Min. :0.002058 Min. : 1.067e-111
1st Qu.: 0.480917 1st Qu.: 0.021409 1stQu.: 1.348e-109
Median : 0.725055 Median : 0.031680 Median: 1.735e-108
Mean :0.630203 Mean :0.037378 Mean : 9.950e-98
3rd Qu.: 0.832126 3rd Qu.: 0.048547 3rd Qu.: 1.128e-106
Max. :0.967595 Max. :0.160588 Max. : 4.719e-95

tstats pvs
Min. :-27.75 Min. :0.000e+00
1st Qu.: 20.82 1st Qu.: 3.537e-195
Median : 36.29 Median : 6.087e-142
Mean :37.01 Mean :1.001e-02
3rd Qu.: 49.74 3rd Qu.: 5.315e-72
Max. :122.07 Max. :8.842e-01

Z uvedenej deskriptivnej Statistiky vyplyva, Ze kaent 4, je vo v&Sine pripadov
Statisticky vyznamny (v 464 pripadochpéhodnota koeficient; (premenngvs ) mensia
ako hladina vyznamnosti 10 %, v 459 pripadoch @nsma ako 5 % a v 445 pripadoch je
menSia ako 1 % hladina vyznamnosti).

Taktiez mbézeme vidie Ze pri 500 iteraciach je v priemere koeficientedminacie
0.63 a Durbin — Watson $tatistika je v priemere30.@ize naozaj vo &ine pripadov sa
potvrdilo pravidlo o identifikacii faloSnej regresna zaklade tychto dvoch kritérii. Pre lepSiu

preffadnos zobrazime tieto dve kritéria aj v podobg grafu.

> plot(r2s ~ dwt_stats, ylab = "koeficient determin acie", xlab =
"D-W S&tatistika", col = "red")
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Obrazok 40: VZah medzi koeficientom determinacie a D-W Statistiko
Zdroj: vystup zo softvéru R

Priklad 6.14
V kniznici Imtest sa nachadza databazmemployment , ktora obsahuje 5
makroekonomickych valin. Precvite si vyuzivanie testov (hlavne interpretacie) ZRkite
urca a otestujte vSetky premenné a ich logaritmickérdificie na pritomnégednotkového
korena, resp. na stacionarnos
Priklad 6.15
V predchadzajucom priklade (Priklad 6.14) sme ustot&ali na stacionaritu
makroekonomické valiny z databazyunemployment (kniznicalmtest ). Ak by sme
chceli zistt, o kd’ko sa zmeni inflacia (v danej databaze charakteaizé pomocou deflatora
— p), ak vzrastie mnoZstvo pazi v obehu (premennai@@né zdsoba ), mohli by sme
vyuzit' jednoduchy regresny model. Mé6zeme predpokladacim viac péazi v obehu, tym
vysSia bude inflacia. Inymi slovami, regresny koigint pri p@&aznej zasobe by mal by
kladny. Otazkou ostava, aka bude hodnota tohtoidieafu a kdko variability inflacie

dokazeme popisgrostrednictvom p@znej zasoby.
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Priklad 6.15 — RieSenie

V tomto priklade mame kvantifikovavztah medzi inflaciou a mnozstvom izei
v obehu prostrednictvom jednoduchého linearnehcesegho modelu. My uz vSak v tomto
bode vieme, Ze ak do regresného modelu zahrniestaaienarne premenné, vysledky moézu
byt zavadzajuce. K#&e stacionaritu tychto premennych sme testovaliednpm
z predchadzajucich prikladov (Priklad 6.14), taktiseme, Ze ani inflaciu a ani f&znu
zdsobu nemdZzeme povaZzévaa stacionarne. Ich logaritmické diferencie uZstacionarne
povazovd mézeme. Pozrime sa, aké rozdielne budua vysledkgesného modelu, v ktorom
budl vystupové nestacionarnéasové rady (ozré@me ho akanodel_1 ), oproti modelu, do

ktorého zahrnieme transformované prememnedel_2 ).

> library(Imtest)
> attach(data.frame(unemployment))

>model_1 = Im(p ~ m)

> summary(model_1)

Call:
Im(formula =p ~ m)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.09871 -0.05815 -0.00939 0.04689 0.14869

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 2.238e-01 8.299e-03 26.96 <2e-16* **
m 1.625e-03 3.295e-05 49.31 <2e-16* i
Signif. codes: 0 “*** 0.001 **' 0.01 *" 0.05 *. 0171
Residual standard error: 0.06371 on 88 degrees of f reedom
Multiple R-squared: 0.9651, Adjusted R-squared: 0.9647
F-statistic: 2432 on 1 and 88 DF, p-value: < 2.2e -16
> dwtest(model_1, alternative = "two.sided")$statis tic

DW
0.09760078

V prvom modeli mbéZeme vidie Zze vZah medzi skimanymi premennymi je vysoko
Statisticky vyznamny a koeficient determinacie dga vysokd hodnotu. Durbin — Watson
Statistika je zas na druhej stranémenizka. Na prvy pofad z tychto vysledkov by malo ty

zrejmé, Zze moéze tiso faloSnu regresiu (K&e my vieme, Ze premenné su nestacionarne, tak
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vieme, Ze naozaj ide o faloSnu regresiu). Pozrimelso sa zmenia vysledky po transformacii

premennych.

> dm = diff(log(m))
> dp = diff(log(p))

> model_2 = Im(dp ~ dm)

> summary(model_2)

Call:
Im(formula = dp ~ dm)
Residuals:

Min 1Q Median 30Q Max
-0.1611109 -0.0263650 0.0005227 0.0242959 0.1288 100
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -0.009474 0.006906 -1.372 0.174

dm 0.571207 0.080876 7.063 3.8e-10* **
Signif. codes: 0 *** 0.001 “** 0.01 *’ 0.05 ". 0171
Residual standard error: 0.04539 on 87 degrees of f reedom
Multiple R-squared: 0.3644, Adjusted R-squared: 0.3571
F-statistic: 49.88 on 1 and 87 DF, p-value: 3.801e -10
> dwtest(model_2, alternative = "two.sided")$statis tic

DW
1.422353

Pri druhom modeli je regresny koeficient prinp2nej zasobe stale vyznamny, avSak
koeficient determinécie vyrazne poklesol a uz rgpfe by bol vyssi ako Durbin — Watson
Statistika. Vyskyt autokorelacie sa vSak transfarima premennych neodstranil. Pre overenie
vyznamnosti koeficientu mézeme pri odhade modelwzyo maticu konzistentni na
pritomnos autokorelacie a heteroskedasticity (HAC) — pomodankcie coeftest()

Z kniznicesandwich()

> library(sandwich)
> coeftest(model_2, vcov = vcovHAC(model_2))

t test of coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -0.0094739 0.0101132 -0.9368 0.3514645
dm 0.5712068 0.1623972 3.5173 0.0006952 *hk

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 *’ 0.05 ". 0171
358




p-hodnota pri regresnom koeficiente sa sice zniandak koeficient je stale vysoko
Statisticky vyznamny. Koeficient je kladny a Statky vyznamny, o naznduje Ze pri
zvySovani mnozstva pazi v obehu doslo aj k zvySovaniu cenovej hladiny.

Priklad 6.16

Vrdtme sa k databazBuStockMarkets  (kniZnica datasets ), v ktorej mame
k dispozicii idaje zo 4 eurdpskych akciovych indexde o denné uzatvaracie ceny indexov
DAX (Nemecko), SMI (Svajarsko), CAC (Francutizsko) a FTSE (Anglicko) za diidood
roku 1991 do roku 1998. V predchadzajucom prikladee testovali stacionarnbsychto
uzatvaracich cien a dospeli sme k zaveru, ze icktamonarne povazovaemozeme. Udaje
mdZzeme povazovaza stacionarne az po transformdcii uzatvaracien ca logaritmické
diferencie (tzv. spojité vynosy pta vz'ahu InPw.1/P;), kde P; je uzatvaracia cena indexu
v ¢aset).

V tomto priklade zistite¢i existuju jednosmerné alebo obojsmerné zavislostdzi
tymito 4 indexmi, resp. medzi ich spojitymi vynosdo Grangerovho modelu musia

vstupovd stacionarne premenne).

Priklad 6.16 — RieSenie

Existenciu jednosmernych alebo obojsmernych zéstislomedzi skamanymi
akciovymi indexmi budeme overa¥grostrednictvom konceptu Grangerovej kauzality. Na
vyber mame (minimalne) dve moZznosti. Po prvé, m@&edhadntl autoregresné modely
s rozlozenym oneskorenim (ARDL), v ktorych raz budfstupovd oneskorené hodnoty
druhého indexu a raz nie. O tof,hodnoty druhého indexu prispievaju k predikcivgino
indexu, m6zeme rozhodtima zaklade modelu ANOVA.

Druhy spésob je zrejme jednoduchSidie v softvéri R sa nachadzaju ré6zne funkcie
na vypa@et Grangerovho modelu, méZzeme poZadované dtypealizova cez jednu z nich.
Napriklad v knizniciMSBVARsa nachadza funkcigranger.test() , pomocou ktorej
vieme vypgitat’ Grangerovu kauzalitu medzi vSetkymi premennymatadete.

Uké&Zzme si najprv prvy spdsob na indexoch CAC a D@®Xeskorenia do regresnych
modelov vieme pridaviacerymi spésobmi, ale zrejme najjednoduchSigyjezit’ kniznicu
dynim , ktora pri¢asovych radoch ponechéava aj niektoré ich zaklatiaéagteristiky (iku,
z&iatok a koniec obdobia, a iné). V ramci odhadudimmeho regresného modelu cez funkciu
dynim() je mozné vEmi jednoducho vytvoti diferencie — pomocou funkcig() alebo
oneskorenia — pomocou funkdi€) . K vypoctu modelu ANOVA suzi funkcianova()
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ale nas vtomto bode nebude zaujincaly vystup z danej funkcie, ale len vyftana p-
hodnota Z-Statistiky. Vysledky potom chceme porovna druhym spdsobom vy
Grangerovho modelu.

> library(datasets)
> library(dynlm)

> modell = dynim(d(log(CAC)) ~ L(d(log(CAC)), 1) +
L(d(log(DAX)), 1), data = EuStockMarkets)

> model2 = dynim(d(log(CAC)) ~ L(d(log(CAC)), 1), d ata =
EuStockMarkets)

> model3 = dynim(d(log(DAX)) ~ L(d(log(DAX)), 1) +
L(d(log(CAC)), 1), data = EuStockMarkets)

> model4 = dynim(d(log(DAX)) ~ L(d(log(DAX)), 1), d ata =
EuStockMarkets)

> format(anova(modell,model2)[["Pr(>F)"T][2],digits =10)

[1] "0.11915"

> format(anova(model3,model4)[["Pr(>F)"]][2],digits =10)

[1] "0.25722"

V ramci prvych dvoch modelovmodell amodel2 ) testujeme nulovd hypotézu, ze
nemecky akciovy index DAX neovplyiuje v Grangerovom zmysle kauzality francuzsky
index CAC (zngime DAX —> CAC). Inymi slovami, hodnoty indexu DAXeprispievaju
k predikcii hodnét indexu CAC. V druhych dvoch mbm# (model3 amodel4 ) naopak,
Ze CAC neovplyiiuje v Grangerovom zmysle DAX (CAC —> DAX).

Z uvedenych vysledkov vyplyva, Ze medzi tymito dwonakciovymi indexmi
neexistuju ani jednosmerné a ani obojsmerné z&tisldni v jednom pripade sme totiz
nulovu hypotézu nevedeli zamiethu

Vysledky predalSie indexy uz nebudeme uvadzgmto prvym spésobom, Kge
dany postup je zbytme pracny. Zameriame sa radSej na vysledky z Gravige modelu
medzi vSetkymi premennymi s vyuzitim funkgjeanger.test() a mb6zeme poroviiadi

pri indexoch DAX a CAC dostavame rovnakeé vysledky.

> attach(data.frame(EuStockMarkets))

> rCAC = diff(log(CAC))

> rDAX = diff(log(DAX))

> rFTSE = diff(log(FTSE))

> rSMI = diff(log(SMI))

> data = data.frame(rCAC, rDAX, rFTSE, rSMI)

> library(MSBVAR)
> granger.test(data, p = 1)
F-statistic p-value
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rDAX ->rCAC 2.4307580 1.191459e-01
rFTSE ->rCAC 0.8821802 3.477275e-01
rISMI ->rCAC 8.4895148 3.614753e-03
rCAC ->rDAX 1.2844742 2.572153e-01
rFTSE ->rDAX 1.0414589 3.076155e-01
rSMI ->rDAX 4.2900430 3.847417e-02
rCAC ->rFTSE 3.1867806 7.439942e-02
rDAX ->rFTSE 5.9821860 1.454343e-02
rSMI ->rFTSE 15.5647175 8.269723e-05
rCAC ->rSMI 5.2469308 2.209724e-02
rDAX ->rSMI  1.7492293 1.861367e-01
rFTSE ->rSMI  6.8904559 8.736883e-03

> format(1.191459e-01, digits = 5, format = "f*)
[1] "0.11915"
> format(2.572153e-01, digits = 5, format = "f*)
[1] "0.25722"

Vysledky pre indexy DAX a CAC su rovnaké v porovhas predchadzajicim
postupom, jediny rozdiel spiwva v tom, Ze funkciagranger.test() uvadzap-hodnoty
v tzv. vedeckej notacii. Cez funkciiormat()  vSak ¢isla vieme prelahSie porovnanie
upravt.

Z kompletnych vysledkov Grangerovho modelu na dhanycajoch vyplyva, Ze
Svafiarsky index SMI ovplyiiuje na hladine vyznamnosti 5 % indexy CA@-hpdnota
0.00361), DAX fp-hodnota 0.03847) a FTSEp-hodnota 0.00008)Dalej index DAX
ovplyviiuje FTSE fp-hodnota 0.01454), index CAC ovphwje SMI (p-hodnota 0.0221)
a taktiez index FTSE ovplywje SMI (p-hodnota 0.00874). O obojsmernych zavislostiach
teda m6zeme hovarivo vz'ahu indexov SMI-CAC a SMI-FTSE. Jednosmerné zasiska
preukazali medzi indexmi SMI-DAX a DAX-FTSE.

Grangerov model sa pri akciovych indexoch vyuZivedlik zisteniu stupa
prepojenosti medzi r6znymi trhmi, teda stapntegracie akciovych trhov. Treba zdoérazni
Ze pouzité udaje su za obdobie od roku 1991 do A®48. V sdasnej dobe je integracie
trhov na vysSej Urovni a pri pouziti neskorSich @&t vysledky Grangerovho modelu
poukéazali na vyskyt obojsmernych zavislosti medgitkymi indexmi vyspelych trhov z EU.

Priklad 6.17

V jednom z predchadzajucich prikladov (Priklad § drfbe kvantifikovali veah medzi
inflaciou a mnoZstvom pe@zi v obehu. Pracovali sme s databazaoemployment
(kniznica Imtest ). Na zaklade regresného modelu sme dospeli kzaver ak sa zvysi

penazna zasoba (premenmd, tak sa zvySi aj inflacia (premennd. Implicitne sme
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vychadzali z takého fugkého tvaru modelu, v ktorom inflaciu vysigieme pomocou
penaznej zasoby. V tomto priklade sa pokustetzistijedna z tychto premennych ovplyye

druhu v Grangerovom zmysle kauzality.

Priklad 6.17 — RieSenie

V tomto priklade mame zisti ¢i existuje jednosmerna zavistosnedzi inflaciou
(premennédp) a p&iaznou zasobou (premenmd. Pre zjednoduSenie budeme na&enie
Grangerovej kauzality vyuzivauz len funkciugranger.test() . Overovd teda ideme
nulové hypotézym #> p (pdiazna zasoba neovplje inflaciu v Grangerovom zmysle
kauzality) ap #> m (inflacia neovplyviuje péaznli zasobu v Grangerovom zmysle
kauzality). Pripominame, Ze symbok*"“ je ekvivalentny symbolu ->*“ vo funkcii

granger.test()

> library(Imtest)
> library(MSBVAR)
> attach(data.frame(unemployment))

> dm = diff(log(m))

> dp = diff(log(p))
> data = data.frame(dm, dp)

> granger.test(data, p = 1)

F-statistic p-value
dp ->dm 0.001981622 0.96459798
dm ->dp 4.948227071 0.02876739

Vysledky s dosjednoznané. Nulovl( hypotézp #> m nevieme zamietni a teda
nemdzeme tvrdi Ze inflacia ovplyyiuje pa&aznu zasobu v Grangerovom zmysle kauzality.
Na druhej strane hypotézm #> p vieme zamietntina hladine vyznamnosti 5 %. M6Zeme
teda prija alternativnu hypotézu, teda Zaipéna zasoba ovplyuje inflaciu v Grangerovom
zmysle kauzality.

Priklad 6.18

V tomto priklade opévyuZzijeme Gdaje o akciovych indexoch a HDP krajth(Ceskéa
republika, Ma’arsko, Pisko a Slovensko) za obdobie od Q1:1996 do Q4:20ig%0 Udaje
su uz po transformacii na logaritmické diferencidlk stacionarite premennych. Na tychto
Gdajoch sme uz zistili, Ze akciové index v krajima¢4 predbiehaju ich HDP o 3 mesiace.

Teraz vSak overt&j akciové indexy predbiehaju HDP v danych krajinéoh mesiacov.
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Priklad 6.18 — RieSenie

KedZe teraz mame zisti ¢i akciové indexy krajin V4 predbiehajua ich HDP 06
mesiacov, musime vo funkcgranger.test() nastaw argumentp = 2 (kedZe
pracujeme s kvartalnymi udajmi). Funkcia vrati egity Grangerovho modelu pre vSetky

premenné v datasete, preto si z nich vyberiemédehktoré nas zaujimaju.

> data = read.csv(file = "...cesta
k suboru..\\granger_gdp.csv", sep =";", dec ="." , header =
T

> library(MSBVAR)
> granger.test(data, p = 2)

F-statistic p-value
px ->hdp_cz 11.28135738 9.637912e-05
hdp_cz -> px 0.29005467 7.495248e-01
bux ->hdp_hu 5.33989588 8.054974e-03
hdp_hu -> bux 1.14969256 3.253011e-01
wig -> hdp_pl 247714901 9.465870e-02
hdp_pl -> wig 0.44504344 6.434137e-01
sax ->hdp_sk 2.24984352 1.164203e-01
hdp_sk -> sax 0.53875082 5.869634e-01

Z tychto vysledkov vyplyva, Ze v pripade slovenskékcioveho indexu SAX sa pri
druhom oneskoreni v Grangerovom modeli uz neprealkazskyt jednosmernej zavislosti
smerom k slovenskému HDB-fiodnota 0.11642). Pri pskom indexe WIG m6Zeme nulovu
hypotézu WIG #> HDP_PL (akciovy index WIG neovplymje HDP v Pésku
v Grangerovom zmysle kauzality) zamietnoa hladine vyznamnosti 10 % (gethodnote
0.094659). V pripadeeského a miarskeho akciového indexu ostavaju (v porovnangsria
1) vztahy vyznamné na hladine 1 %p-so0dnotou 0.000096 v pripade indexu PX a 0.008055
pri indexe BUX. Pri oboch teda mézeme zamiétnulové hypotézy a prijatvrdenie, Ze
¢esky PX a mdiarsky BUX ovplywiuju HDP v danych krajinach aj pri druhom oneskareni
teda akciovy trh v tychto dvoch krajinach predbieiaHDP aj o 6 mesiacov.
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Priloha 1

+ + + 4+ A+ + 4+

+ + + + A+ ++ A+
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+ + + +

+

+

> ADF_GLS <- function(x, model = ¢("mu", "tau"), km

mLBo = NULL) {

TT <- length(x)
if(length(kmax) == 0) kmax = floor(12*(TT/100)"
if(length(mLBo) == 0) mLBo = floor(0.05*TT);
## GLS detrending
glsd <- function(x, model = ¢("mu", "tau™)) {
TT <- length(x)
alpha <- switch(model, mu = 1+-7/TT, tau = 1+
newx <- x[1]
for (i in 2:TT) newx][i] <- x[i]-x[i-1]*alpha
z <- switch(model, tau = cbind(rep(1,TT),1:TT
cbind(rep(1,TT)))
za<-2[1]]
for (iin 2:TT) za <- rbind(za, z[i,]-z[i-1,]
psi <- Im(newx ~ -1 + za)$coefficients
y_tilda <- x - z%*%cbind(psi)
return(y_tilda)
}
## Tvorba datasetu pre pomocne regresie
m_data <- function(x, k = 1) {
TT <- length(x)
dataset <- matrix(ncol = 2+k, nrow = TT-k-1)
if (k == 0) colnames(dataset) <- c("yt", "del
if (k > 0) colnames(dataset) <- c("yt", "delt

paste("lag",c(1:k)))

dataset[,1] <- x[(k+1):(TT-1)]

difx <- diff(x)

dataset[,2] <- difx[(k+1):(TT-1)]

if (k > 0) for (i in 1:k) dataset[,2+i] <- di
0):(TT-1-0)]

return(dataset)

}

## Hladanie specifikacie s nekorelovanymi rezid
UC <- function(kmax = kmax, y, mLBo = mLBo) {
for (i in O:kmax) {

dataset <- m_data(y, k =)

if (i == 0) te <- Im(dataset[,2]~dataset[,1

if (i > 0) te <- Im(dataset[,2]~dataset[,1]
1+dataset[,3:(2+i)])

res <- na.omit(residuals(te))

pval <- ¢()

for (jin 1:mLBo) {

pval[j] <- Box.test(res, lag =, type =

Box")$p.value

}

mpval <- min(pval)

ax = NULL,

0.25);

-13.5/TT)
), mu =

*alpha)

ta_yt")
a_yt",

FX[(k+1-

uami

1)

"Ljung-
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if (mpval > 0.05) {
LBp <- mpval;
break

}
if (mpval <= 0.05) LBp <- NULL

}
if (length(LBp) == 0) {
warning("Suitable Auxiliary Regression not

results <- list()

results[["statistics"]] <- summary(te)$coeffi
results[["lag"]] <- i;

return(results)

}

## Hladanie specifikacie podla Ng - Perron (199
SEQ <- function(kmax = kmax, y) {
for (i in kmax:1) {

dataset <- m_data(y, k =)

te <- Im(dataset[,2]~dataset[,1]-
1+dataset[,3:dim(dataset)[2]])

coef_val <- summary(te)$coefficients[i+1,4]

if (coef_val <0.1) {

break

}

results <- list()

results[["statistics"]] <- summary(te)$coeffi
results[["lag"]] <-i;

return(results)

}

## Hladanie specifikacie podla MAIC
maic <- function(kmax = kmax, y) {
TT <- length(y); maic <- c(); coefs <- c()
for (i in kmax:1) {
dataset <- m_data(y, k =)
te <- Im(dataset[,2]~dataset[,1]-1+dataset|
coefs[kmax - i + 1] <- summary(te)$coeffici
res <- residuals(te)
sig_squared <- ((TT-kmax)*-1)*sum(res[(kmax
i+1):length(res)]"2)
b0 <- summary(te)$coefficients[1,1]
tauT <- (sig_squared”-1)*(b0"2)*sum(dataset
i+1):length(res),1]"2)
maic[kmax - i + 1] <- log(sig_squared)+2*(t
kmax)

a <- which(maic==min(maic));
tstat <- coefs[a];

results <- list()
results[["statistics"]] <- tstat;
results[["'lag"]] <- kmax + 1 - a;
return(results)

found")

cients[1,3];

5)

cients[1,3];

3:(2+)])
ents[1,3]

[(kmax-

auT+)/(TT-
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}

## OLS detrending
olsd <- function(x, model = ¢("mu", "tau™)) {
TT <- length(x)
z <- switch(model, tau = cbind(rep(1,TT),1:TT
cbind(rep(1,TT)))
y_hat <- Im(x ~ -1 + z)$residuals
return(y_hat)

}

## Hladanie specifikacie podla MAIC ale Perron
maic_new_kopt <- function(kmax = kmax, y_hat) {
TT <- length(y_hat); maic <- c(); coefs <- ¢(
for (i in kmax:1) {
dataset <- m_data(y_hat, k =)
te <- Im(dataset[,2]~dataset[,1]-1+dataset|
coefs[kmax - i + 1] <- summary(te)$coeffici
res <- residuals(te)
sig_squared <- ((TT-kmax)"-1)*sum(res[(kmax
i+1):length(res)]*2)
b0 <- summary(te)$coefficients[1,1]
tauT <- (sig_squared”-1)*(b0"2)*sum(dataset
i+1):length(res),1]"2)
maic[kmax - i + 1] <- log(sig_squared)+2*(t
kmax)

a <- which(maic==min(maic));
lag <- kmax +1 - a;
return(lag)

}

## ADF-GLS statistika pre Perron - Qu (2007)
maic_new_stats <- function(kmax = kmax, y, kopt

TT <- length(y);

dataset <- m_data(y, k = kopt)

if (kopt > 0) te <- Im(dataset[,2]~dataset[,1
1+dataset[,3:(2+kopt)])

if (kopt == 0) te <- Im(dataset[,2]~dataset[,

tstat <- summary(te)$coefficients[1,3]

return(tstat)

}

# GLS detrending na datach
y <- glsd(x,model=model)

results <- matrix(ncol = 5, nrow = 4);
rownames(results) <- c("tau_seq", "tau_maic",
"tau_maic_new", "tau_uc");

colnames(results) <- c("statistics", "lag", "1%
"10%")

temp <- abs(TT - ¢(50, 100, 250, 2500)); temp <
which(temp==min(temp));

), mu =

- QU (2007)

)

3:(2+)])
ents[1,3]

[(kmax-

auT+)/(TT-

= kopt) {

1]-1)

", "5%",
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seq_mu <- ¢(-3.19, -2.48, -2.13, -2.90, -2.22,
-2.04,-1.72,-2.58, -1.95, -1.62)

maic_mu <- ¢(-2.74, -2.14, -1.86, -2.62, -2.05,
2.57,-1.98, -1.69, -2.57, -1.94, -1.64)

seq_tau <- c(-4.15, -3.52, -3.19, -3.82, -3.22,
3.63, -3.02, -2.71, -3.43, -2.87, -2.58)
maic_tau <- ¢(-3.59, -3.00, -2.72, -3.42, -2.87
3.42,-2.85, -2.58, -3.40, -2.85, -2.56)

CM_mu <- matrix()
a <- maic(kmax = kmax, y); b <- SEQ(kmax = kmax
UC(kmax = kmax, y =y, mLBo = mLBo);
y_hat <- olsd(x, model = model); kopt <- maic_n
= kmax, y_hat =y_hat); stat <- maic_new_stats(kmax
=y, kopt = kopt);
results[1,1] <- a$statistics; results[1,2] <- a
results[2,1] <- b$statistics; results[2,2] <- b
results[3,1] <- stat; results[3,2] <- kopt;
results[4,1] <- c$statistics; results[4,2] <- ¢
if (model == "mu") {
results[1,3] <- seq_mu[(temp-1)*3+1]; results
seq_mu[(temp-1)*3+2]; results[1,5] <- seq_mul[(temp-
results[2,3] <- maic_mu[(temp-1)*3+1]; result
maic_mu[(temp-1)*3+2]; results[2,5] <- maic_mul[(tem
results[3,3] <- -2.58; results[3,4] <- -1.98;
<--1.62;
cvbmu <--1.948-
17.839*(1/TT)"1+104.086*(1/TT)"2+0.802*(c$lag/TT) 1
ag/TT)"2-18.332*(c$lag/TT)"3
cvlOmu <--1.624-
19.888*(1/TT)"1+155.231*(1/TT)"2+0.709*(c$lag/TT) 1
g/TT)"2-16.055*(c$lag/TT)"3
results[4,4] <- cvbmu; results[4,5] <- cv10mu
}
if (model == "tau") {
results[1,3] <- seq_tau[(temp-1)*3+1]; result
seq_tau[(temp-1)*3+2]; results[1,5] <- seq_tau[(tem

results[2,3] <- maic_tau[(temp-1)*3+1]; resul
maic_tau[(temp-1)*3+2]; results[2,5] <- maic_tau[(t
1)*3+3];

results[3,3] <- -3.42; results[3,4] <- -2.91;
<--2.62;

cvStau <--2.838-

20.328*(L/TT)"1+124.191*(1/TT)"2+1.267*(c$lag/TT) 1
lag/TT)"2-24.6*(c$lag/TT)"3

cv10tau <- -2.550-
20.166*(1/TT)"1+155.215*%(1/TT)"2+1.133*(c$lag/TT)"1
ag/TT)"2-20.313*(c$lag/TT)"3

results[4,4] <- cv5tau; results[4,5] <- cv10t

+ 3

+

+}

return(round(results, 3))

-1.88, -2.73,
-1.77, -
-2.90, -

,-2.61, -

,Y); c<-

ew_kopt(kmax
= kmax, y

$lag;
$lag;

$lag;

[1,4] <-
1)*3+3];

s[2,4] <-

p-1)*3+3];
results[3,5]

+5.558*(c$l
+5.48*(c$la
s[1,4] <-
p-1)*3+3];
ts[2,4] <-
emp-
results[3,5]

+10.530*(c$

+9.808*(cSl

au;
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Priloha 2

KPSS.NEW <- function(x, model = c("mu”, "tau"), ker
"Bartlett")) {
library(sandwich); library(urca)
TT <- length(x)

# Hladanie Bandwidth - Newey-West (1994), Hobijn
ABS <- function(x) {
TT <- length(x);
n <- round(4*(TT/100)"(2/25));
Gamma <- function(x,j) {
sum(X[(2+)): TTP*X[((A+):TT)-D/TT

temp <- c¢()
for (i in 1:n) templi] <- Gamma(x,i)
s_0 <- Gamma(x,0) + 2 * sum(temp)
## STEP 3:s 2
temp <-c()
for (i in 1:n) temp[i] <- Gamma(x,i)*i"2
s 2 <-2*sum(temp)
## STEP 4: GH
GH <-1.3221*((s_2/s_0)"2)(1/5)
## STEP 5: Bandwidth - | decided to have minimu
of 1 - computational issues.
M <- round(max(min(TT, GH*TT~(1/5)),1))
return(M);
}

# Vyber rezidui podla specifikacie modelu pod nul

res <- switch(model, mu = residuals(Im(x~1)), tau
residuals(Im(x~1+I(1:TT))))

M <- ABS(res)

# Long Run Variance - QS method
if (kern =="QS") LRVc <- kernHAC(Im(res~1), prew
= M, kernel = "Quadratic Spectral", sandwich = T)*T
if (kern == "Bartlett") LRVc <- kernHAC(Im(res~1)
0, bw = M, kernel = "Bartlett”, sandwich = T)*TT

# Testovacie statistiky — aj s porovnanim

KPSS1 <- sum(cumsum(res)"2)/(TT"2)

KPSS H <- round(KPSS1/LRVCc, 4)

KPSS_ UR <- round(ur.kpss(x, type = model, use.lag
M)@teststat, 4)

urca_crit <- ur.kpss(x, type = model, use.lag = M

hobijn_crit <- switch(model, mu = ¢(0.348,0.460,0
tau = ¢(0.119,0.148,0.178,0.219))

rs <- matrix(ncol = 5, nrow = 2)

first <- c(KPSS_H, M, hobijn_crit[4], hobijn_crit
hobijn_crit[1])

n=c('QS"

et al. (2004)

m Bandwidth

ovou H

hite = 0, bw
T
, prewhite =

)@cval
.580,0.754),

(2],
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second <- ¢(KPSS_UR, M, urca_crit[4], urca_crit[2 1,
urca_crit[1])
rs[1,] <- first; rs[2,] <- second;

colnames(rs) <- c("statistics", "bandwidth", "1%" , "5%",
"10%")

rownames(rs) <- c("hobijn", "urca-Bartlett")

return(rs)
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Priloha 3
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> LS <- function(x, h = 0.10, SIMUL = 50, kmax = NU

c(1, 2), model = c("coupled", "decoupled"), dating
"endogenous")) {

TT <- length(x)

if(length(kmax) == 0) kmax = floor(12*(TT/100)"
if(kmax > h*TT) kmax = floor(h*TT)-3
library(strucchange)

#Tvorba datasetu s S_wave
S_wave <- function(zt, x) {
TT <- length(x); dx <- diff(x); dzt <- diff(z
delta_wave <- cbind(na.omit(Im(dx ~ dzt -
1)$coefficient));
S_w <-¢(0, x[2:TT]-(x[1]-zt[1,2:dim(zt)[2]]%
- zt[2:TT,2:dim(zt)[2]]%*%delta_wave)
return(S_w)

}

## Tvorba datasetu pre pomocne regresie
#Tvorba zakladneho datasetu
datasets <- function(x, zt, S_w, k = 0, breaks
TT <- length(x);
NoV <- (3+2*breaks+k); aTT <- TT-1-k;
dat <- c(rep(0, aTT*NoV)); dim(dat) <- c(aTT,
dat[,1] <- diff(x)[(1+K):(TT-1)];
dat[,2] <- S_w[(1+k):(TT-1)]
dat[,3:(NoV-k)] <-
apply(zt[(1+Kk):TT,2:dim(zt)[2]],2,diff);
if (k>0){
r=1
for (i in (NoV-k+1):(NoV)) {
dat[,i] <- diff(S_w)[(1+k-r):(TT-1-r)]
r=r+1

}

return(dat)

}

# Pocet oneskoreni pomocou Ng - Perron
SEQ <- function(kmax = kmax, x, S w=S_w, zt =
breaks) {
for (i in kmax:1) {
dataset <- datasets(x =x, zt=2zt,S w=S
breaks = breaks)
te <- Im(dataset[,1]~dataset[,2:dim(dataset
last_pval <- summary(te)$coefficients[(dim(
if (last_pval <0.1) {
break
}
}

LL, breaks =
= c("RSS",

0.25);

t);

*Opdelta_wave)

= breaks) {

NoV);

zt, breaks =

w, k=1,

)[2]]-1)
zt)[2]+i),4]
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results <- list()

results[["statistics"]] <- summary(te)$coeffi
results[["lag"]] <-i;

return(results)

}

# RSS kod pre situaciu konstanta trend po vlast
Neoptimalizovany postup — hruba sila.
RSS <- function(x, h = h) {
TT <- length(x);
start <- floor(h*TT)
space <- TT-2*start;
zts <- matrix(ncol = 4, nrow = TT)
zts[, 1] <- 1
zts[, 2] <- L:TT
pb <- winProgressBar(title = "Dating Breaks",
= (space+1)"2, width = 300)
RSS <- ¢(); k = 1; omega <- c();
for (i in start:(TT-start)) {
zts[, 3] <-0
zts[(i+1):TT, 3] <- 1
for (j in start:(TT-start)) {
zts[, 4] <-0
zts[(j+1):TT, 4] <- 1:(TT-))
RSSIK] <- sum(residuals(Im(x ~ zts - 1))*
if (RSS[K]==min(RSS)) {
zt <- zts
omegall] <-i
omegal2] <- |
}
setWinProgressBar(pb, k, title =

paste(round(k/((space+1)"2)*100, 0), "% done", ":

search"))
k=k+1
}

}

close(pb)

results <- list()
results[["'omega"]] <- omega,;
results[["zt"]] <- zt;
return(results)

}

# Hladanie zlomu - "coupled RSS"
UB <- function(x, h = h, breaks = breaks) {
TT <- length(x);
zt <- c(rep(0, TT*(2+2*breaks))); dim(zt) <-
c(TT,(2+2*breaks));
Lam <- c();
a <- breakpoints(x~1+I(1:TT), h = h, breaks =
Lam <- a$breakpoints
zt[,1] <- 1; zt[,2] <- L:TT;
zt[,3] <- c(rep(0,Lam[1]),rep(1,TT-Lam[1]))
zt[,4] <- c(rep(0,Lam[1]),1:(TT-Lam[1]))

cients[1,3];

nom brejku.

min = 0, max

2)

SS break

breaks)
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if (breaks == 2) {
zt[,5] <- c(rep(0,Lam[2]),rep(1,TT-Lam[2]))
zt[,6] <- c(rep(0,Lam[2]),1:(TT-Lam[2]))

results <- list()
results[['omega"]] <- Lam;
results[["zt"]] <- zt;
return(results)

}

# Procedura
# Hladanie zlomu - "endogenne" iba pre model s
if (dating == "endogenous") {

TT <- length(x);

start <- floor(h*TT)

space <- TT-2*start;

zts <- matrix(ncol = 4, nrow = TT)

zts[, 1] <- 1

zts[, 2] <- L:TT

stats <- c¢(); k = 1; omega <- c(); lag <- c()

< ()

if (model == "coupled") pb <- winProgressBar(

"Dating Breaks", min = 0, max = (space+2), width =

if (model == "decoupled") pb <- winProgressBa

"Dating Breaks", min = 0, max = (space+1)"2, width

tra <- ¢()
for (i in start:(TT-start)) {
zts[, 3] <-0
zZts[(i+1):TT, 3] <- 1
if (model == "coupled") {
zts[, 4] <-0
zts[(i+1):TT, 4] <- 1:(TT-i)
S_w<-S_wave(zt = zts, X = X); tralk] <-
b <- SEQ(kmax = kmax,Xx=%x,S w=S w, z

breaks = breaks)

rm(S_w)

stats[k] <- b$statistics

if (stats[k]==min(stats)) {
zt <- zts
omegall] <-i
omegal2] <- i
lag <- b$lag
statistics <- stats[k]

}
setWinProgressBar(pb, k, title =

paste(round(k/(space+2)*100, 0), "% done", ": Endog

search"))
k=k+1
if (model == "decoupled") {
for (j in start:(TT-start)) {
zts[, 4] <- 0
zZts[(j+1):TT, 4] <- L:(TT-)
S w<-S_ wave(zt = zts, X = X)

1 zlomom

; statistics

title =
300)
r(title =
= 300)

mean(S_w);
t = zts,

enous break
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b <- SEQ(kmax = kmax,x=x,S w=S w,

breaks = breaks)

stats[k] <- b$statistics

if (stats[k]==min(stats)) {
zt <- zts
omega[l] <-i
omega[?2] <-j
lag <- b$lag
statistics <- stats[k]

}
setWinProgressBar(pb, k, title =

paste(round(k/((space+1)"2)*100, 0), "% done", ": E
break search"))

k=k+1
}
}

}
close(pb)

#RSS
if (dating == "RSS") {

if(model == "coupled") a <- UB(x = x, h = h,

breaks);

if(model == "decoupled") a <- RSS(x = x, h =
omega <- afomega;

zt <- a$zt

S w<-S wave(zt = zt, X = X)

b <- SEQ(kmax =kmax,x=x,S w=S w, zt =

breaks)

statistics <- b$statistics
lag <- b$lag

# Simulacia kritickych hodnot

pb <- winProgressBar(title = "Estimating critic
min = 0, max = SIMUL, width = 300)

sim <- ¢();

for (win 1:SIMUL) {

temp <- predict(Im(x~zt-1))+cumsum(rnorm(TT))

S w<-S wave(zt = zt, x = temp)

sim[w] <- SEQ(kmax = kmax, x =temp, S w=S_
breaks = breaks)$statistics

setWinProgressBar(pb, w, title =

paste(round(w/(SIMUL)*100, 0), "% done", ": Estimat
critical values"))

}
close(pb);

# Tvorba vysledkov

results <- matrix(ncol = 7, nrow = 1)
colnames(results) <- c("break 1", "break 2", "s
"lag", "1%", "5%", "10%");

zZt = zts,

ndogenous

breaks =

h)

zt, breaks =

al values”,

w, zt = zt,

ing

tatistics",
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rownames(results) <- c("tau_sequential");
if (breaks == 1) {
if (model == "coupled") {
if (dating == "RSS") results[1,] <- c(omega
statistics, lag, quantile(sim, p = ¢(0.01, 0.05, 0.
if (dating == "endogenous") results[1,] <-
statistics, lag, quantile(sim, p = ¢(0.01, 0.05, 0.

+ + + +

+

+ if (model == "decoupled”) results[1,] <- c(om
omegal2], statistics, lag, quantile(sim, p = ¢(0.01
0.1)))

+ }

+ if (breaks == 2) results[1,] <- c(omega, statis
quantile(sim, p = ¢(0.01, 0.05, 0.1)))
+ return(results)

+}

, omega,

1)

c(omega,

)

ega[l],
, 0.05,

tics, lag,
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Priloha 4

LSKPSS <- function(x, h = 0.10, kern = c("QS", "Bar
breaks = c(1, 2), model = c("coupled", "decoupled”)
library(sandwich); library(urca); library(strucch
TT <- length(x)
# Automatic Bandwidth Selection - Newey-West (199
et al. (2004)
ABS <- function(x) {
TT <- length(x);
n <- round(4*(TT/100)"(2/25));
Gamma <- function(x,j) {
sum(X[(2+)): TTP*X[((A+):TT)-D/TT

temp <- c¢()
for (i in 1:n) templi] <- Gamma(x,i)
s_0 <- Gamma(x,0) + 2 * sum(temp)
## STEP 3:s 2
temp <-c()
for (i in 1:n) temp[i] <- Gamma(x,i)*i"2
s 2 <-2*sum(temp)
## STEP 4: GH
GH <- 1.3221*((s_2/s_0)"2)(1/5)
## STEP 5: Bandwidth - | decided to have minimu
of 1 - computational issues.
M <- round(max(min(TT, GH*TT~(1/5)),1))
return(M);
}

# RSS kod pre situaciu konstanta trend po vlastno
Neoptimalizovany — hruba sila.
RSS <- function(x, h = h) {
TT <- length(x);
start <- floor(h*TT)
space <- TT-2*start;
zts <- matrix(ncol = 4, nrow = TT)
zts[, 1] <- 1
zts[, 2] <- L:TT
pb <- winProgressBar(title = "Dating Breaks", m
(space+1)"2, width = 300)
RSS <- ¢(); k = 1; omega <- c();
for (i in start:(TT-start)) {
zts[, 3] <- 0
zts[(i+1):TT, 3] <- 1
for (j in start:(TT-start)) {
zts[, 4] <- 0
Zts[(j+1):TT, 4] <- L:(TT+)
RSS[K] <- sum(residuals(Im(x ~ zts - 1))*2)
if (RSS[K]==min(RSS)) {
zt <- zts
omega[l] <-i
omegal2] <- |

tlett"),
){

ange);

4) a Hobijn

m Bandwidth

m zlome.

in=0, max =
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}
setWinProgressBar(pb, Kk, title =

paste(round(k/((space+1)"2)*100, 0), "% done", ": R
search"))

k=k+1
}

}

close(pb)

results <- list()
results[["omega"]] <- omega,;
results[["zt"]] <- zt;
return(results)

}

# Hladanie zlomu - "coupled RSS"
UB <- function(x, h = h, breaks = breaks) {
TT <- length(x);
zt <- c(rep(0, TT*(2+2*breaks))); dim(zt) <-
c(TT,(2+2*breaks));
Lam <- c();
a <- breakpoints(x~1+I(1:TT), h = h, breaks = b
Lam <- a$breakpoints
zt[,1] <- 1; zt[,2] <- L:TT;
zt[,3] <- c(rep(0,Lam[1]),rep(1,TT-Lam[1]))
zt[,4] <- c(rep(0,Lam[1]),1:(TT-Lam[1]))
if (breaks == 2) {
zt[,5] <- c(rep(0,Lam[2]),rep(1,TT-Lam[2]))
zt[,6] <- c(rep(0,Lam[2]),1:(TT-Lam][2]))

results <- list()
results[["'omega"]] <- Lam;
results[["zt"]] <- zt;
return(results)

}

#Pocitanie statistiky

STS <- function(x = x, zt = zt, kern = kern) {
res <- residuals(Im(x~zt-1))
M <- ABS(res)
LRVQS <- switch(kern, QS = kernHAC(Im(res~1), p
bw = M, kernel = "Quadratic Spectral", sandwich =T
Bartlett = kernHAC(Im(res~1), prewhite = 0, bw = M,
"Bartlett", sandwich = T)*TT)
statistics <- sum(cumsum(res)*2)/(LRVQS*TT"2)
results <- list()
results[["statistics"]] <- statistics;
results[["BW"]] <- M
return(results)

}

if (model == "coupled") {
a<- UB(x =x, h =h, breaks = breaks)
omega <- a$omega;
zt <- a$zt

SS break

reaks)

rewhite = 0,
)*TT,
kernel =
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b <- STS(x = x, zt = zt, kern = kern)
statistics <- b$statistics
BW <- b$BW

}

if (model == "decoupled") {
a<-RSS(x,h=h)
omega <- a$omega;
zt <- a$zt
b <- STS(x = x, zt = zt, kern = kern)
statistics <- b$statistics
BW <- b$BW

}

# Kriticke hodnoty

if (model == "coupled" & breaks == 1) {
results <- matrix(ncol = 7, nrow = 2)
colnames(results) <- c("level break", "trend br
"statistics”, "BW", "1%", "5%", "10%");
rownames(results) <- c("Presno Lopez CV", "Lee
CVY);
results[1,1:4] <- c(omega, omega, statistics, B
results[2,1:4] <- c(omega, omega, statistics, B
#LS 2001 asymptotic cv
L <- omega/TT
if(L>05)L=1-L
temp <- which(abs(L - ¢(0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5
min(abs(L - ¢(0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5))))
#asy
LS_asy <- matrix(c(0.0981, 0.1223, 0.1467, 0.17
0.0984, 0.1171, 0.1429, 0.0654, 0.0792, 0.0933, 0.1

0.0556, 0.0656, 0.0761, 0.09

0.0615, 0.0701, 0.0814), nrow = 4)
results[2,5:7] <- LS_asy[c(4,2,1),5]
# Presno - Lopez 2003
b0 <- ¢(0.1188, 0.1473, 0.2160);
bl <- ¢(-0.2060, -0.2579, -0.3827);
b2 <- ¢(0, 0, 0);
b3 <- ¢(0.2913, 0.3411, 0.4568);
b4 <- ¢(0, 0, 0);
b5 <- ¢(0.1619, 0.1312, 0);
b6 <- ¢(0, 0, -1.3537);
cv10 <-
bO[1]+b1[1]*L+b2[1]*L"2+b3[1]*L"3+b4[1]*L 4+b5[1)/T
/\2)
Cv5 <-
bO[2]+b1[2]*L+b2[2]*L"2+b3[2]*L"3+b4[2]*L 4+b5[2)/T
/\2)
cvl <-
bO[3]+b1[3]*L+b2[3]*L"2+b3[3]*L"3+b4[3]*L"4+b5[3]/T
/\2)
results[1,5:7] <- ¢c(cvl,cv5,cv10)
return(results)

eak",
Strazicich

W)
W)

88, 0.0794,
134,
04, 0.0528,

T+b6[1]/(TT

T+b6[2)/(TT

T+b6[3]/(TT
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if (model == "coupled" & breaks == 2) {
results <- matrix(ncol = 7, nrow = 1)
colnames(results) <- c("level break", "trend br
"statistics”, "BW", "1%", "5%", "10%");
rownames(results) <- c("Carrion-i-Silvestre - S
results[1,1:4] <- c(omega[l], omega[2], statist
L1 <- omega[l)/TT; L2 <- omega[2]/TT,
cv10 <- 0.0552+0.0041*abs(0.5-L1)+0.0072*abs(O0.
0.1384*abs(L1-L2)+0.1324*abs(0.5-L1)"2+0.1240*abs(0
L2)72+0.1372*abs(L1-L2)"2
cv5 <- 0.0665+0.0106*abs(0.5-L1)+0.0124*abs(0.5
0.1830*abs(L1-L2)+0.1616*abs(0.5-L1)"2+0.1568*abs(0
L2)72+0.1819*abs(L1-L2)"2
cvl <- 0.0936+0.0305*abs(0.5-L1)+0.0272*abs(0.5
0.2967*abs(L1-L2)+0.2282*abs(0.5-L1)"2+0.2365*abs(0
L2)"2+0.2958*abs(L1-L2)"2
results[1,5:7] <- ¢(cv1l, cv5, cv10)
return(results)

}

if (model == "decoupled") {
results <- matrix(ncol = 7, nrow = 1)
colnames(results) <- c("level break", "trend br
"statistics”, "BW", "1%", "5%", "10%");
rownames(results) <- c("Carrion-i-Silvestre - S
results[1,1:4] <- c(omega[l], omega[2], statist
L1 <- omega[l]/TT; L2 <- omega[2}/TT;
cv10 <- 0.0349+0.1508*abs(0.5-L1)+0.0210*abs(0.
L2)+(0.1194-0.7194*abs(0.5-L1))*abs(L1-L2)+1.1225%(
L2)"2)*(abs(0.5-L1)"2)
cv5 <- 0.0371+0.2137*abs(0.5-L1)+0.0219*abs(0.5
1.0449*abs(0.5-L1))*abs(L1-L2)+1.6409*(abs(L1-L2)"2
L1)"2)
cvl <- 0.0418+0.3687*abs(0.5-L1)+0.0245*abs(0.5
1.8302*abs(0.5-L1))*abs(L1-L2)+2.9115*(abs(L1-L2)"2
L1)"2)
results[1,5:7] <- c(cv1l, cv5, cv10)
return(results)

}

}

eak",

anso ACV");
ics, BW)

5-L2)-
5-

-L2)-
.5-

-L2)-
5-

eak",

anso ACV");
ics, BW)

5-
abs(L1-

-L2)+(0.1748-
)*(abs(0.5-

-L2)+(0.3052-
)*(abs(0.5-
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